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Vorwort

Es gibt Situationen, in denen eine ungefihre Rangierung einer kleinen Stich-
probe nach der interessierenden Grosse leicht moglich ist (etwa von blossem
Auge), die genaue Bestimmung eines Werts (,Messung®) aber mit grossem
Aufwand verbunden ist. In solchen Féllen kann die Anwendung von Ranked
Set Sampling sinnvoll sein. Dabei handelt es sich im wesentlichen um ein
Auswahlverfahren, das auf rangierten Stichproben (eben den ,, Ranked Sets*)
beruht. Die Methode wurde durch Mclntyre (1952) vorgestellt und seither
von zahlreichen Autoren untersucht und weiterentwickelt. Dabei wurden auch
Probleme aufgezeigt, die auftreten, wenn gewisse Annahmen nicht erfiillt
sind, und die die erhofften Kosteneinsparungen gegeniiber herkémmlichen
Verfahren zunichte machen kénnen.

In dieser Arbeit wird Ranked Set Sampling anhand zweier Anwendungen
aus der Literatur vorgestellt, und die erwdhnten Probleme werden ercrtert.
Anschliessend wird nach Moglichkeiten gesucht, wie die Bedeutung dieser
Probleme nach Anwendung des Auswahlverfahrens alleine mit dem vorlie-
genden Zahlenmaterial beurteilt werden kann.

In den letzten Jahren wurden auch einige Abwandlungen des Auswahlver-
fahrens untersucht, die nur bestimmte Ordnungsstatistiken verwenden und
dadurch genauere Schiitzer bzw. effizientere Tests erméglichen (vgl. z.B.
Barabesi 2001). Solche Verfahren diirften aber Riickschliisse von den aus-
gewihlten Elementen auf die urspriinglichen Daten erschweren, wie sie in
dieser Arbeit vorgesehen sind. Deshalb wird hier nur das Auswahlverfahren
in seiner urspriinglichen Form betrachtet.

Ich mochte es an dieser Stelle nicht versiumen, Herrn Professor Hiisler
sowie meinen Biirokollegen Marco Collenberg, Samuel Miiller und Kaspar
Rufibach fiir ihre fachliche und menschliche Unterstiitzung zu danken.

Bern, im November 2001
Michael Vock



Kapitel 1

Ordnungsstatistiken

Da die Ranked-Set-Sampling-Methode auf Ordnungsstatistiken beruht, sind
zunéchst einige Aussagen iiber deren Eigenschaften notig.

1.1 Verteilungs- und Dichtefunktion

Seien Xq,...,X, i.i.d. mit Verteilung F'. Dann ist die Verteilung Fj., der
k-ten Ordnungsstatistik X,

= P#{j: X; <z} =2 k)

> (%) Fel - P, L)

i—k \!

Man kann leicht folgende Eigenschaft zeigen:

ZF(” - ZZ (”) [F@))' [1 - F(z)]"™

= nk(
= nF(x (1.2)

Daraus folgt insbesondere

SENL] = Y | dF)

k=1 k=177
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= [T lg:le;n(x)]
- /_O:ox’"d[nF(x)]

= n/o:o z"dF(x)
= nE[X]], (1.3)

sofern das r-te Moment existiert.
Besitzt F' eine Dichtefunktion f, so kann auch fiir Xj., eine Dichte-
funktion f., berechnet werden:

fem(z) = _kan(x)

= > (1)@ s - A

oG- 1)7(!n — k) (@) f(2) [L = F2)]""
* _zn: (1 — 1)7!1('n — i) [F(2)) f(z)[1 = F(2)]"
- n! . s
: jzzk;rl G D=y F @l @) 1= F)
- (k — 1)7'1(‘71 —k)! [F(x>]k_1 flz)[1 - F(x)]”_k (1.4)

1.2 Spezialfall: Uniformverteilung

Im Fall der Uniformverteilung auf dem Intervall [0, 1] vereinfacht sich (1.4):
Fir 0 < <1 gilt

n!

e

Jem(w) =

Es folgt
1
E [ X, = /Oxfk:n(x)dx

1 n! & ek
- /0 Gy & (L) e
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k L (n4+1)! k
= 1—xz)"" d
n+1/0 k‘!(n—k‘)!x( z) *

fk+1:n+1(x) der Uniformverteilung

k
n+4+1’

E {X,fm} = /01 2% frn () da

! n! E+1 n—k
B /0 oDt oot

k(k+1) 1 (n+2)! 1 .
= (n+1)(n+2) /0 (k+ 1)!(n —k)! okt (1—-u) ko dx

fk4+2:n+2(x) der Uniformverteilung

k(k+1)
(n+1)(n+2)’

und somit
 k(k+n R
Var [an] - (n + 1)(n -+ 2) (n + 1)2
k(n+1—k)

(n+ 12(n+2)



Kapitel 2

Mittelwert-Schitzung

2.1 Methode nach MclIntyre

Ranked Set Sampling (RSS) geht auf Mclntyre (1952) zuriick. Dieser suchte
eine moglichst genaue und dennoch nicht zu aufwendige Methode zur Bestim-
mung des Ertrags von Acker- und Weideland, wobei er folgende Uberlegung
anstellte: Ein Experte kann den Ertrag mehrerer gleich grosser Quadrate
innerhalb eines Feldes von blossem Auge mit einiger Sicherheit vergleichen
und diese Quadrate nach Ertrag rangieren. Wesentlich aufwendiger ist es,
den genauen Ertrag eines Quadrates zu bestimmen. Mclntyre versuchte des-
halb, teure, genaue Messungen durch billigere Rangierungen zu ,ersetzen®.
Zu diesem Zweck schlug er sinngemaéss folgendes Vorgehen vor:

Es werden m > 2 Stichproben (Sets) mit je m Elementen gezogen. Jedes
Set wird fiir sich rangiert. Das kleinste Element des ersten Sets wird aus-
gewahlt und genau gemessen, ebenso das zweitkleinste Element des zweiten
Sets usw., schliesslich das grosste Element des m-ten Sets. Damit sind m Ele-
mente gemessen, und der erste Durchgang ist abgeschlossen. Es folgen n — 1
weitere solche Durchgénge, so dass schliesslich mn Elemente gemessen sind
(von insgesamt m?n betrachteten Elementen).

Berechnet man nun das arithmetische Mittel der mn gemessenen Elemen-
te, so erhélt man einen Mittelwert-Schéitzer, der eine kleinere Varianz hat
als das arithmetische Mittel von mn zuféllig ausgewéhlten Elementen (vgl.
tibernéchsten Abschnitt). Umgekehrt ausgedriickt spart man gegeniiber dem
klassischen Mittelwert-Schétzer mit gleicher Varianz Messungen ein, muss
aber dafiir einen gewissen Aufwand fiir die Rangierungen in Kauf nehmen.
Die Methode ist somit iiberall dort sinnvoll anwendbar, wo die Einsparungen
bei den Messungen den Mehraufwand fiir die Rangierungen {ibersteigen.
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2.2 Bezeichnungen

Zur Bezeichnung der betrachteten Elemente sind Indices fiir den Durchgang,
fiir das Set innerhalb eines Durchgangs sowie fiir das Element innerhalb eines
Sets notig. Sei Xj, das j-te Element des i-ten Sets im k-ten Durchgang.
Weiter bezeichne X, die j-te Ordnungsstatistik im i-ten Set des k-ten
Durchgangs, und Xy, werde kurz auch als X(;), bezeichnet. Dann lésst sich
das Auswahlverfahren wie in Abbildung 2.1 darstellen.

2.3 Varianzverkleinerung gegeniiber einer zu-
falligen Stichprobe

Die Verkleinerung der Varianz gegeniiber dem Mittelwert einer zufilligen
Stichprobe mit gleichvielen gemessenen Elementen soll nun genauer unter-
sucht werden. Diese Varianzverkleinerung behandeln beispielsweise Dell und
Clutter (1972) ausfiihrlich.

Sei L onm
fin = —— > > Xk

mn =i

der Mittelwertschétzer aus der Ranked-Set-Sampling-Prozedur wie oben be-

schrieben. a5 ist erwartungstreu:

Blas] = LB [X
(L3 Lznij[Xm]

mn =/
= E [Xlll]

Die X sind unabhéngig, also gilt

Var [,&Sfﬂ = m21n2 kzn:lfg\/ar {X(i)k}
1 & o

= —Zam (2.1)

wobei ¢2,, die Varianz der i-ten Ordnungsstatistik aus einer Stichprobe des
Umfangs m ist und natiirlich von der zugrundeliegenden Verteilung abhéngt.
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Fiir den klassischen (Simple-Random-Sampling-)Mittelwertschétzer, der
auf einer zufélligen Stichprobe (Xj, ..., Xx) beruht, schreiben wir

ASRS ZX

Seine Varianz ist bekanntlich

1 N
Var{ SRS} = WZVM (X
i=1

0.2

= (2.2)
wobei 02 die Varianz eines einzelnen Stichprobenelements bezeichnet.

Die Genauigkeit des RSS-Schétzers im Vergleich zum SRS-Schétzer mit
gleichvielen (mn) gemessenen Elementen ldsst sich mit dem Verhéltnis der
Varianzen angeben:

Var {ME&S} mo?

Var {,u%s,ﬂ Y.

(2.3)

Dieses Verhiltnis wird als relative Prézision (RP) bezeichnet.

2.4 Obere und untere Schranke fiir die rela-
tive Prazision

Beispiel 2.1 Sind die X;j; uniformverteilt auf [0,1], dann ist

Ty (15 & i(m+1—4)
2. %m = gmﬂ J2(m +2)

(m+ 1) 0 =3,
(m+1)2(m+2)
3m?2+3m—2m?—m

6(m+1)(m+2)

6(m+1)

die relative Prazision ist also in diesem Fuall

Var [iSRS]  mo g4

Var [uf}fﬂ ﬁ 2
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Takahasi und Wakimoto (1968) zeigen, dass (2.3) fiir stetige Verteilungen
mit endlicher Varianz kleiner oder gleich m;r L ist. Der Wert fiir die Uniform-
verteilung ist also gerade eine obere Schranke.

Von grosserer praktischer Bedeutung ist eine untere Schranke fiir (2.3)
— schliesslich mochte man eine gewisse Entschiadigung fiir den Rangierungs-
aufwand garantiert haben. Da 02, < o2, ist 1 eine untere Schranke fiir die
relative Prézision. Die RSS-Methode ist also mindestens so genau wie die
SRS-Methode mit gleichvielen gemessenen Elementen. Eine bessere untere
Schranke lésst sich leider nicht angeben, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 2.2 Wir konstruieren eine Folge von Verteilungen, fiir die die re-
lative Prdzision gegen 1 strebt. Es seien Xl("), o, XW 4i.d. Zufallsvariablen
maut
() 1
P(x"=0) = 1-= und
n
1
P(x"=1) = =
(x"=1) = 3
Da diese Zufallsvariablen nur die Werte O und 1 annehmen, gilt
k
E {(Xf”’) } _

Var [Xi(”)} =

, k=1,2,3,..., und somit

Fiir diese Stichprobe des Umfangs m betrachten wir nun die Ordnungsstati-
stiken XZ-(:?,)L und insbesondere das Mazimum X niher. (Die diskrete Ver-
teilung verursacht hier keine Probleme: Im allgemeinen sind zwar die Ringe
der einzelnen Beobachtungen nicht eindeutig definiert, wohl aber die Werte

der Ordnungsstatistiken.)

P(xm,=1) = 1-P(X[n, =0)

E[(X};;gn)k} — 1 (1—%)m, k=1.2,3,...

i) === =0T
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(-2 eby”

n™(n—1)" — (n —1)*™

n2m
m 2m
= e B (e S ()]
j=0 Jj=0
_ n2im [an — mn2ml Zp2m L omn2mel L 0 (nszz)}

anm—l + O (an—2)

an

Wir erhalten als Abschitzung fir (2.3):

mVar [XZ-(H)} mVar [ XZ.(”)}
iy Var [Xz-(;m ~ Var {Xrg?:)m}
n—1
_ m n?
- anmfl 4 19) (n2m72)
n2m

mn*™2(n — 1)
anm—l + O (n2m—2)
n2m—1 _ n2m—2

n2m71 + O (n2mf2)

n—00
H 1

Da die relative Prizision aber mindestens 1 betrdgt, gilt in diesem Beispiel

tatsdchlich
mVar {X Z-(n)}

o, Var {XZ(.”)}

m

n—oo
1

Damit ist 1 die grésste untere Schranke fiir die relative Prazision.

Auch durch eine Beschriankung auf Verteilungen mit Dichte erhélt man
keine grossere untere Schranke. Die Konstruktion einer entsprechenden Folge
und die Berechnung von (2.3) werden allerdings aufwendiger. Auch hierfiir
ein Beispiel:

Beispiel 2.3 Wir konstruieren nun eine Folge von stetigen Verteilungen,
fiir die die relative Prazision ebenfalls gegen 1 strebt. Es seien X{n), XM
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i.1.d. Zufallsvariablen mit Verteilung

0 x<—%
n t++)(n—-1) -1 <z<0
FO () = g*”) 0<z<l
1 z>1

und dazugehdériger Dichte

n—1 —%§x<0
fM(@)=1¢ 1 0<r<l
0 sonst.

Fiirn =1 entspricht dies der Uniformuverteilung.

F™) (x) f (@)
—t2
—1

i n=2

n=3

—1 0 1

x x

Abbildung 2.2: Verteilungs- und Dichtefunktionen zu Beispiel 2.3 (fiir n =
2,3)

Allgemein gilt

(n) 0 1
E{X"} = / zn—1)de+ | z—dx
‘ -1 0o n

B (n—l)xzo +x21
N 2 L 2n|,
B n—1 1
B 2n? 2n
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analog auch
2
mN\2] _ n +n—1
E{(XZ )] N 3n3
und somsit

2
+n—1 1

xM o= T
Var [ ! } 3n3 4An4

1 1
= 5.79()

Fiir diese Stichprobe des Umfangs m betrachten wir wiederum das Mazimum
XM niher.
m—1
(minll)!O! [(w + %) n—= 1)} (n—1) _%
n % 0<zx

0 sonst

<x<0
<1

I
E
s
|
—_
+
=
3

E [Xr(,?)m} = / zm(n —1)" (x + —)M1 dx

0




2. Mittelwert-Schétzung 15

m 1
= 50
1 1\1?
) = 2eo(h)- )
Var[ mm} 3n+0 n2 0 n
m 1
= 570

Wir erhalten als Abschitzung fir (2.3):

mVar [X Z-(”)] mVar [XZ(”)}
S S |
", Var {Xi(:n)} ~ Var [ r(,?)m}

C afheo(2)

- m 1
3?*0(@)

n—oo 1

In diesem Beispiel gilt also ebenfalls

mVar {Xi(n)}
o, Var {XZ(:”)}

n—oo
1

m

Damit ist 1 auch fiir stetige Verteilungen die grisste untere Schranke fiir die
relative Prdzision.

2.5 Werte der relativen Priazision fiir be-
kannte Verteilungen

Dell und Clutter (1972) geben Werte der relativen Prézision fiir zahlreiche
Verteilungen an. Eine Auswahl davon ist in Tabelle 2.1 wiedergegeben.
Dell und Clutter weisen auf einen recht starken Zusammenhang zwischen

E[(X — E(X))]

Qg =

o

und der relativen Prézision fiir ein gegebenes m hin. Dieser Zusammenhang

ist in der grafischen Darstellung (Abbildung 2.3) gut sichtbar — fiir die Uni-

formverteilung (o = 1.8) ergibt sich die maximale relative Prézision, fiir
kleinere bzw. grossere Werte von ay nimmt sie ab.

Allerdings ist auch in den Beispielen von Dell und Clutter bereits er-

kennbar, dass die relative Prézision noch von weiteren Faktoren abhingt —
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die Gammaverteilung mit Parameter o = 2 sowie die doppelt exponentielle
Verteilung haben den gleichen Wert a4, aber verschiedene relative Prézision.
Noch deutlicher wird dieses Phénomen, wenn man etwa die Werte fiir die
oben konstruierte Folge von stetigen Verteilungen (Beispiel 2.3) mit m = 2
betrachtet: Der Fall n = 1 entspricht der Uniformverteilung, die iibrigen
Werte weichen aber erheblich von denjenigen der , klassischen® Verteilungen
ab.

Tabelle 2.1: Relative Prézision von ﬂ%ss gegeniiber i585; aus Dell und Clutter

(1972). p: Mittelwert, o?: Varianz, ay: E[(X — E(X))%]/o*. Ein zufillig ent-
deckter Fehler beim Wert ay der U-formigen Verteilung (Dichte f(x) = %
fir —1 <z < 1) wurde korrigiert.

. 9 RP fiir m =
Verteilung 7 o Qy 9 3 4 5
Uniform [0,1] 0.500 0.0833 1.80 | 1.500 2.000 2.500 3.000
Exponential 1.000 1.0000 9.00 | 1.333 1.636 1.920 2.190
Gamma (1.5, 1) 1.500 1.5000 7.00 | 1.370 1.710 2.030 2.336
Gamma (2.0, 1) 2.000 2.0000 6.00 | 1.391 1.753 2.096 2.424
Gamma (2.5, 1) 2.500 2.5000 5.40 | 1.405 1.781 2.139 2.487
Gamma (3.0, 1) 3.000 3.0000 5.00 | 1.414 1.801 2.169 2.524
Gamma (3.5, 1) 3.500 3.5000 4.71 | 1.421 1.816 2.192 2.556
Gamma (4.0, 1) 4.000 4.0000 4.50 | 1.427 1.827 2.210 2.575
Gamma (5.0, 1) 5.000 5.0000 4.20 | 1.434 1.843 2.236 2.615
Normal 0.000 1.0000 3.00 | 1.467 1.914 2.347 2.770
Beta (4, 4) 0.500 0.0278 2.45 | 1.484 1.958 2.425 2.890
Beta (7, 4) 0.636 0.0193 2.70 | 1.475 1.936 2.389 2.834
Beta (13, 4) 0.765 0.0100 3.14 | 1.460 1.903 2.333 2.765
U-formig 0.000 0.6000 1.19 | 1.441 1.849 2.234 2.603
Chi-Quadrat (1) 0.798 0.3634 3.87 | 1.430 1.841 2.239

Doppelt exponentiell | 0.000 2.0000 6.00 | 1.381 1.730 2.038 2.327
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Relative Prazision

17

3.0 r X
m=2>5
o

25t X
m=4
o

2.0 " = 3 X
o
15_m:2
’ o

1.0 '

0 2

10

Oy

Abbildung 2.3: Relative Préazision fiir m = 2,3,4,5 in Abhéngigkeit von ay
gemiéss Tabelle 2.1, wobei die Verteilungen bzw. Verteilungsfamilien folgen-
dermassen gekennzeichnet sind: o U-formig, x Uniformverteilung, v Beta-
verteilungen, + Normalverteilung, A Gammaverteilungen (inkl. Exponential-
verteilung), e doppelt exponentielle Verteilung, ¢ Chi-Quadrat-Verteilung
(nur fiir m = 2,3,4). Ausserdem sind fiir m = 2 die entsprechenden Werte
fiir die zuvor konstruierten Beispiele eingezeichnet: x diskretes Beispiel 2.2
fiir n = 2,...,11, * stetiges Beispiel 2.3 firn=1,...,7.
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Kapitel 3

Vorzeichentest

In den ersten Beschreibungen des RSS-Verfahrens steht eindeutig die Schét-
zung des Mittelwerts im Vordergrund. Zwar untersucht bereits Mclntyre
(1952) Anwendungsmoglichkeiten zur Schétzung von hoheren Momenten,
kommt aber zum Schluss, dass die Varianzverkleinerung dort bescheiden ist.

Selbstverstindlich lassen sich aber auf eine mittels Ranked Set Samp-
ling gewonnene Auswahl von Stichprobenelementen verschiedenste statisti-
sche Verfahren anwenden. Als weiteres Beispiel wird im folgenden der RSS-
Vorzeichentest nach Hettmansperger (1995) vorgestellt.

3.1 RSS-Vorzeichen-Teststatistik

Wir nehmen an, dass die Stichprobenelemente X,j, die Verteilung G(z) =
F(z — 6) haben, wobei 6 der (unbekannte) Median ist: Es gelte F(0) = 1.
Die Statistik fiir den RSS-Vorzeichentest ist

S > =2 > WX > 0),

k=11i=1

also die Anzahl positiver Messungen (I(.) sei die Indikatorfunktion).

3.2 Erwartungswert, Varianz
Satz 3.1 Fir die oben definierte RSS-Vorzeichen-Teststatistik gilt

E[SEES] = mn[1-G(0)], (3.1)

Var [SES] = mn G(0) [1 - G(0)] |1 - %C[;Cio;l[@)_— G(0)]

—_
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Beweis: Da die X, fiir ein festes 4 i.i.d. sind (mit Verteilung Gi.,), ist
folgende Zerlegung von S;{L’%SS zweckméssig:

m
+RSS __ + RSS
Smn = 25
=1

im,n

mit
Simes = znj (X > 0).
k=1
S;;E{ES ist binomialverteilt mit Parametern n und 1 — G, (0), und fiir ¢ =
1,...,m sind die S;LT,E{ES unabhéngig. Folglich gilt
Blsiis] = YE[sii
= Y[ G (0)
el
und
Var [S;;%SS] = i\/ar [anlfis]
i=1
= 1) (1= Gunl0)] (0
D G(0) =0y [Gan(O)
i=1
Mit
”i Gim(0)] 2 ”i [(Gian(0)) = 2Gin (0)G(0) + (G(0))’]
a Jrz;rlm(G(O))2
= 0 [Ganl0) — GO + mn(G(O))
i=1
erhdlt man
Var [SER%5] = mn G(0) - nfj [Gim(0) — G(0)]* = mn(G(0))?
i=1
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was den Beweis vervollstandigt.

Der letzte Faktor im Ausdruck fiir die Varianz ist kleiner oder gleich 1.
In dieser Form lésst sich leicht eine Verkleinerung der Varianz gegeniiber der
gewohnlichen (SRS-)Vorzeichen-Teststatistik

SRS =N I(X; > 0)

i=1
(basierend auf einer Stichprobe (X1,..., X)) zeigen:

Var [S;QSRS} = > Var[I(X; > 0)]
i=1

mn G(0) [1 — G(0)]

> Var [STJ{L,%SS}
Wir setzen
o Y ISEEE] S [Gun(0) = GO
™ Var [S}SRS] mG(0) [1 — G(0)]

(Das Verhiltnis zweier Varianzen ist nichtnegativ, was die Bezeichnung §2,
rechtfertigt.)

Satz 3.2 Mit 52, wie oben gilt
SRS —mn[1—-G(0

]
\/mn G(0) [1 — G(0)] 62

m

L7 (n— ), (3.3)

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable sei.

Beweis: S, "% ist die Summe von n iid.-Summanden 37, I(Xqy, > 0).
Somit kann der zentrale Grenzwertsatz angewendet werden, und die Konver-
genz von

SERSS _mn[1— G(0)] | SiRSS — B[50]
Vmn GO =GO, Var s

folgt unmittelbar.
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3.3 Verhalten unter Hy: 6 =0

Wir gehen nun von der Nullhypothese aus, dass der Median 6 = 0 sei. Dann
ist G(0) = F(0) = £. Weiter gilt

j=i \J
- 5 (") (3.4
om 2\ j )’
(3.1) mn
E {SYJ;L,I;SS} 77 (35)
Varg [S 58] ) Ty 4 fj <G-. (0) — 1>2 (3.6)
mn 4 m =\ 2
= 0 m

Somit vereinfacht sich (3.3) zu

S+RSS __ mn
Tl 2. 57 (n— o). (3.7)

V% m
3.4 Berechnung von 43,

Die Werte von (537m lassen sich fiir kleine m (und nur solche werden realisti-
scherweise bendtigt) unter Verwendung von (3.4) relativ leicht berechnen:

2
4 & (1 & (m 1
i, =1—— — - = 3.8
bt E (52 (0) ) o9
Dennoch lohnt sich der Aufwand, eine einfachere Form herzuleiten.

Satz 3.3 Firm =2,3,4,... gilt

™20 —1
Sm=11—— (3.9)
’ s 20
Somit lassen sich die Werte rekursiv berechnen:
2m+1
2 2
Oomi1 = 5,5 %0m (3.10)
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Beweis: Induktion iiber m. Die Induktionsverankerung (m = 2) ist problem-

g, 09 (M1)+((>1)

2 4 2 4 2
_ 1 (3 1)2+<1 1>2
- 4 2 4 92
_ 3
4

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, (3.9) gelte fiir ein festes m. Kénnen
wir daraus (3.10) zeigen, so gilt (3.9) auch fiir m + 1 statt m.
Wir benotigen folgende Aussagen iiber Binomialkoeffizienten:

<Z> " (k‘il> - (ZE) (3.11)

i(g) = on (3.12)

k=0

s - ()

(3.11) und (3.12) sind allgemein bekannt. (3.13) ist eine Konsequenz der
Vandermonde-Faltung

(L) = (7)) osesminan,

k=0

die man sich mit einer kombinatorischen Uberlegung veranschaulicht (Wahl
von ¢ aus a + b Elementen). Auf einen formellen Beweis wird hier verzichtet.

Wir definieren nun
1 1 ’
m
S (55 (7) 1)
i= j=i

Mit den Beziehungen (3.11) bis (3.13) erhalten wir

m+1 1 m+1
Serl = Z om+1 Z
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- Sm+2g:1 (2%2:@) _%) <2ml+1< m1>>

2
Ui 1 m 1 1 1
+ Z <2m+1 (Z 1 ) + 22m+2  gm+l + 4

1 22 m i m
= S, 4+ —
s (1) () - me i)
2
1 & m 1 1
+22m+2zjl<i_1> +22m+2_2m+1 4

1 m\ (m m )\ 2m —1
(-1 1 11
+ 92m+2 +22m+2_2m+1+1
L) 1, ()
- Sm+22m+1 l2<2>] _22m+1_§+22m+2+1

1=0

Il
5
+

|

|

|

|
+

3.8)

Ind.ann.

I3 |3

|+
—_
[\
3
+
—_

und somit

2m +1
2m + 2

1—1+ 56 m

2m + 1
om + 2 0m

also (3.10). Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und Satz 3.3 bewiesen.

Unter Verwendung von Satz 3.3 erhélt man unmittelbar die Werte in
Tabelle 3.1.
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Tabelle 3.1: Werte von 43, fiir m =2,...,5.

m 5g7m
210.75
31 0.625
4 1 0.5469
5 10.4922

3.5 Ablehnungsbereich von Hy: 0 =0

Aufgrund von (3.7) ist

mn 1 mn 1
5 gV e T+ gy e

ein asymptotischer (1—«)-Toleranzbereich fiir S;Q’%SS, wobei z, das p-Quantil
der Standardnormalverteilung ist. Man verwirft folglich Hy : § = 0 zugunsten
von H; : 6 # 0, wenn

mn 1
SIS = 1| > gy 1o

Dies ergibt einen zweiseitigen Test zum asymptotischen Niveau a. Analog
erhélt man einseitige Tests zum asymptotischen Niveau a. Hy : § = 0 wird
zum Beispiel zugunsten von Hy : § > 0 verworfen, wenn

rRes mn 1
S:r;n - 7 > éy/mn(sg’m Zl—a-

3.6 Vergleich mit dem SRS-Vorzeichentest:
Pitman-Effizienz

Fiir den Vergleich des RSS-Vorzeichentests mit dem gewdohnlichen Vorzei-
chentest brauchen wir einige allgemeine Bezeichnungen. Wir beschrinken
uns hier auf einseitige Alternativen.

Zum Vergleich von verschiedenenen Tests 71, T®) der gleichen Hypothe-
sen Hy : 0 = 6y gegen Hy : 6 > 6 bietet sich zunéchst die relative Effizienz
von TW gegeniiber T an. Diese bezeichnet das Verhéltnis %, wobei N
derjenige Stichprobenumfang ist, den der Test T benétigt, um das Niveau
« und die Giite 1 — 8 zu einer bestimmten Alternative #; zu erreichen.
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Um die Abhéngigkeit von 01, o und [ zu vermeiden, verwendet man fol-
gende asymptotische Betrachtungsweise: Es seien {T,il)}, {Tk@} Folgen von
Teststatistiken, wobei Tkgi) auf einem Stichprobenumfang NV, ,gi) beruhen soll.
Wenn die zugehorigen Niveaus {ag)} fiir beide Folgen von Teststatistiken ge-
gen einen gemeinsamen Grenzwert o konvergieren und wenn beziiglich einer
Folge {0} die Giiten {1 — ﬁ,gz)} beider Folgen gegen 1 — 3 konvergieren, dann

bezeichnet man
N®@

: k
erm pe = lim
g k (1
— N,

als asymptotische relative Effizienz oder Pitman-Effizienz von T gegeniiber
T, sofern das Verhiltnis nicht mehr von «, 3 und {6} abhingt.

Der Beweis fiir die Existenz der Pitman-Effizienz und die Berechnung
ihres Werts lassen sich in vielen Féllen mit den beiden folgenden Satzen
bewerkstelligen:

Satz 3.4 {T,il)}, {Tk@} und die zugehorigen Stichprobenumfinge {N,gi)} sei-
en wie oben, und es gelte Nk(f) — 00 (k — o0) fir i = 1,2. Die Verteilung
von Tkgi) set durch den reellen Parameter 0 bestimmit.

Es gebe fiiri = 1,2 eine Funktion p(0) sowie eine Folge von Funktionen
{a,(;)(ﬁ)}, die folgende Bedingungen erfiillen:

(R1) pD(0) ist differenzierbar bei 0 = 6y, mit Ableitung p®'(6,) # 0.

1

Der Test T,gi) verwerfe die Hypothese Hy : 0 = 0y zugunsten von Hy : 60 > 6,
falls

(R2) Die a,ii)(eo) sind von der Ordnung

7 — 1(0)
7, (60)
Fiir jede Folge {0} mit 0, — 0y (k — 00) und fiiri = 1,2 gelte ausserdem:

> oW,

(R3) T’y)_.—‘;(z)(e’f) 4, Z ~N(0,1) (k — o0)
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Die Niwveaus der Testfolgen {T,ii)} sollen gegen ein gemeinsames Niveau o
konvergieren, und die Giten beziiglich einer bestimmten Folge {0y} von Al-
ternativen sollen gegen den gemeinsamen Wert 1 — 3 konvergieren (a0 <

1-6<1).

Dann existiert die Pitman-Effizienz von TW gegeniiber T®, und es gilt:
D 2
e 7@ = 2]

1" (6o)

@ — ljm — 9%
¢/ = lim - -
VN 00 (0)

die sogenannten Effikazitditen sind.

wobes

Satz 3.5 Sei i = 1 oder i = 2. {T,gi)} sei eine Folge von Tests mit zu-

gehorigen Stichprobenumfingen Nk(f) wie oben, die die Voraussetzungen (R1)
und (R2) von Satz 3.4 erfillt. Fir jede Folge von Alternativen der Form

d® 1 4
kaeo—f‘ ‘f‘O( ) (d(z)>0)

seien ausserdem (R3) und (R4) erfillt. Dann gilt

@ G , o
Py, M > C’,Ef) — (c(’)d(l) - Zl_a) (k — 00),
U(Z)(@ )
& (Do

wobei wiederum ¢V die Effikazitit der Folge {Tkgi)} und C’,Ef) — 21_q (kK — 00)
die kritischen Werte sind (P sei die Verteilungsfunktion von N(0,1)).

Beweis der Sitze 3.4 und 3.5: vgl. Lehmann (1975), pp. 371-375.

Wir zeigen nun, dass der im Abschnitt 3.5 erwihnte einseitige RSS-
Vorzeichentest die Regularitéitsbedingungen (R1) bis (R4) erfiillt. Dabei wol-
len wir annehmen, dass die zugrundeliegende Verteilung F' der Stichproben-
elemente X, eine Dichte f habe und dass f(0) positiv sei. Als Teststatistiken
betrachten wir (fiir ein festes m)

TTE{SS _ S:; PTESS
n

)

die auf Stichprobenumfingen NX® = N, = mn beruhen und natiirlich zu
STJ{%%SS dquivalent sind. In unserem Fall ist 6y = 0.
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Wir setzen
HESS(0) = u(0) = By [T
= ml[l - F(-0)],
oiB(0) = 0,(0) = 1/ Varg [TESS]

_ \/%F(—H) 1 — F(—6)] 62,

Aufgrund der getroffenen Annahmen iiber F' sicht man unmittelbar, dass
(R1) erfullt ist, mit

p'(0) = mf(=0)|y_o = mf(0) > 0.

Weiter gilt
méam . m507m ]_

nO = - : 5
7a(0) 4n 2 mn

womit auch (R2) erfiillt ist.
Hy wird verworfen, falls

mn 1
SERSS s~ /mnég ., 21
) 2 2 )
& S > 1,/m52
e Z21
n 2~ 2V p Omrlme

T,%% — p(0) _ RSS
=4 T(O) > Z1—a (: Cn )

Sei {6,,} eine Folge von Alternativen mit 6,, — 0 (n — o0). Die Verifika-
tion von (R3) ist nicht ganz so trivial, wie man auf den ersten Blick meinen
konnte: Zwar gilt wegen (3.3) unter einem festen 6y

TRSS _ M(Qk) oo
n PVRI MY 7 0 N(O, 1). 3.14
50 (0.1 (3.14)

Wir miissen aber zeigen, dass diese Konvergenz auch dann noch erhalten
bleibt, wenn wir k& = n setzen und mit n gegen oo gehen lassen. Dazu be-
trachten wir S} 5 als Summe von n i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilung
wie S, ¥55, also mit Erwartungswert p(f)) und Varianz o3(6)). Wir wollen
annehmen, dass o, (6) fiir 6 aus einer Umgebung U von 0 grosser oder gleich

einem positiven ¢ sei. Man sieht ohne weiteres, dass

E

S8 — B (57855 <
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Der Satz von Berry-Esséen (vgl. z. B. Hettmansperger (1984), p. 305) liefert
somit

TRSS — 1(6)) cm? cm?
k(”’fﬂ%?‘gg_wﬁgyﬁﬁ@JSW%3

fiir 6, € U, wobei ¢ unabhéngig von k und kleiner als 1 ist. Dies bedeutet,

dass die Konvergenzaussage (3.14) fiir geniigend grosse k gleichméssig gilt.

Daher kénnen wir nun auch k£ = n gegen oo gehen lassen, und (R3) ist erfiillt.
Es bleibt noch (R4) zu zeigen. Wir betrachten

%@»:anmu—Fe%m%
7(0) FO)[IT=F(O)] &,

Der Zihler unter der Wurzel ist eine stetige Funktion von F(—6,) und §2,.
62, ist wiederum eine stetige Funktion von F(—6,,) (man betrachte die De-
finition von 62, zusammen mit (1.1)). Somit hingt der ganze Zihler stetig
von F'(—6,,) und wegen der Stetigkeit von F' auch von 6,, ab. 6, strebt aber
gegen 0, somit strebt der Zahler gegen den Nenner und der ganze Ausdruck
auf der rechten Seite gegen 1.

Schliesslich berechnen wir die Effikazitdt des RSS-Vorzeichentests (bei

gegebenem m):

s H(O0)  mf(0) _ 2/(0)

m n—00 mnan(O) - %5077” a 5O,m

Ahnliche Uberlegungen kann man fiir den SRS-Vorzeichentest anstellen:
Wir verwenden etwas ungewohnliche Stichprobenumféinge und Normierun-
gen, was sich spéter vorteilhaft auswirken wird. Mit

NSRS _ {m”J

B
TSRS _ S]—\’}TSLS%S
n o NERS )
iES0) = 1 F(—0),
F(=0)[1 — F(-0)]
SRS _
o, (0) = J NSRS ’
CSRS = 4
erhalt man
SRS’
AP = lim = (0) = lim 1) =2f(0)

n—00 NERS O-SRS((]) n—oo \/F(O) [1 — F(O)]
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Wir brauchen nun noch die in Satz 3.4 geforderte Folge von Alternativen,
die einen gemeinsamen Grenzwert fiir die Giite ergibt. Wir setzen dazu

0 1 \/T_n dRSS

_\/ﬁ:\/m:\/@

B m o(1) B SRS N o(1)
mn mn \/NS’RS \/ NSRS
3 m 3 m

mit \/_
JRSS — JSRs — VU
\/E7 50’m

Satz 3.5 liefert

lim Pgn

n—oo

RSS _ , RSS
(U

— P (CTP}LSSdRSS . Zlfa)

()

50,m

- P (CSRSdSRS . Zl—a)

TSRS . MSRS(O) N
555 (0) A )

n—oo

Mit Hilfe von Satz 3.4 ist somit folgendes Resultat bewiesen:

Satz 3.6 Die Verteilung F' der X, habe eine Dichte f mit f(0) > 0, und
es gelte F(—0)[1 — F(—0)] 62, > ¢ fiir alle 6 aus einer Umgebung von 0, mit
€ > 0. Dann betrdgt die Pitman-Effizienz von STJ{%%SS gegendiber S 5™

RSS
Cm

2

€ o+ RSS ¢+ SRS — v — 5 .
Smn S SRS) 2
m,n N (C 507m

Dies bedeutet, dass der RSS-Vorzeichentest z. B. fiir m = 5 asymptotisch
etwa halb so viele Messungen bendétigt wie der SRS-Vorzeichentest, um das
gleiche Niveau und die gleiche Giite zu erreichen.
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Kapitel 4

Praktische Probleme

In den beiden letzten Kapiteln wurde gezeigt, dass mit Ranked Set Sampling
genauere Schiitzer bzw. (asymptotisch) effizientere Tests gewonnen werden
konnen als bei der Ziehung einer zufilligen Stichprobe. Dabei wurden je-
doch einige Probleme der praktischen Durchfiihrung vernachlassigt, auf die
bereits Mclntyre (1952) hinweist. Die Betrachtung dieser Probleme soll zei-
gen, dass unter ungiinstigen Umstdnden zwar der durch die RSS-Methode
erzielte Gewinn kleiner ist als im bisherigen, idealisierten Kontext, dass die
RSS-Methode aber in den betrachteten Beispielen immer noch mindestens
so gut ist wie die entsprechende SRS-Methode.

4.1 Rangierungsfehler

Ein offensichtliches Problem bei der Auswahl der zu messenden Elemente
besteht darin, dass die Rangierung der Elemente innerhalb eines Sets nicht
unbedingt exakt erfolgt, sondern durch ein moglichst einfaches (giinstiges)
Verfahren, beispielsweise einen Vergleich von blossem Auge durch eine er-
fahrene Person. Dabei kann es natiirlich vorkommen, dass aus dem i-ten Set
nicht wirklich die i-te Ordnungsstatistik gemessen wird.

In Erweiterung der Notation aus Abschnitt 2.2 bezeichnen wir dasjeni-
ge Element aus dem i-ten Set des k-ten Durchgangs, das fiir die i-te Ord-
nungsstatistik gehalten wird, als X}, (im Unterschied zur tatséchlichen i-ten
Ordnungsstatistik X ;). Auch fiir die allgemeinen Symbole der Ordnungs-
statistiken, Xy.,,, Fj., usw., wollen wir Analoga bereitstellen: X;:, bezeichne
im Sinne einer ,,Schiatzung der Rénge® dasjenige von n Elementen, das fiir die
k-te Ordnungsstatistik gehalten wird, und Fj:, sei dessen Verteilungsfunk-
tion. Weiter kennzeichnen wir Symbole, die sich auf dieses RSS-Verfahren
mit Rangierungsfehlern beziehen, mit RSSj statt RSS. Das j steht dabei fiir
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yjudgement ordering“, also die Rangierung geméss dem Urteil eines Exper-
ten.

Wir wollen untersuchen, welche Uberlegungen aus den vorhergehenden
Kapiteln in diesem neuen Rahmen noch giiltig bleiben. Wir beginnen bei den
Eigenschaften der Ordnungsstatistiken aus Kapitel 1 und zeigen ein Analo-
gon zu (1.2). Der Einfachheit halber nehmen wir im folgenden an, dass die
zugrundeliegende Verteilung der Stichprobenelemente absolut stetig sei, so
dass wir von einer eindeutigen Rangierung ausgehen kénnen. Weiter miissen
wir als Minimalanforderung an die Rangierung durch den Experten verlan-
gen, dass diese nicht davon abhéngt, welcher Rang anschliessend ausgewahlt
werden soll — sonst kann der Experte die Resultate willkiirlich beeinflussen.
Fiir die Praxis heisst dies, dass der Experte erst nach Bekanntgabe seiner
Rangierung erfahren sollte, welcher Rang ausgew&hlt wird.

Wir setzen pi,(r) = P (Xpen = Xiin | Xion < ) und stellen fest, dass

n

> pi(z) =1

k=1

gelten muss. Nun erhalten wir

(2 nF(x) (4.1)

Daraus folgt fiir existierende Momente wiederum (analog zu (1.3))

i (X ]=nE[X]]. (4.2)

Nun zu den Eigenschaften des RSS-Mittelwertschétzers aus Kapitel 2:
Mit (4.2) statt (1.3) sieht man, dass auch

1 n m

— > > Xk

mn = i—

~ RSSJ _
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noch ein erwartungstreuer Schétzer fir den Erwartungswert E [X1;] der zu-
grundeliegenden Verteilung ist.
(2.1) wird zu

Var [insi] = ﬁ > Tim (4.3)
=1

und die relative Prézision gegeniiber dem SRS-Mittelwertschatzer mit gleich-
vielen gemessenen Elementen ist nun

Var | 58S 2
Var [[ﬂﬁfﬁ% - z?lagg?m' (4.4)

Wir méchten zeigen, dass dieses Verhéltnis immer noch griosser oder gleich
1 ist. Dazu nehmen wir fiir einen Moment ohne Einschrankung der Allgemein-
heit an, es gelte E [X;1;] = 0. (Natiirlich ist dies gerade der unbekannte, zu
schitzende Parameter, aber momentan interessieren uns nur die Varianzen,
die translationsinvariant sind.) Dann gilt

> Oim = ZE[ w) = [

=1 =1

Hi

m m

.
—_

= mo?, (4.5)

woraus die Behauptung unmittelbar folgt — die RSS-Methode ist also immer
noch mindestens so genau wie die herkommliche. Die weiteren Aussagen iiber
die relative Prézision aus Kapitel 2 lassen sich aber nicht auf den Fall mit
yjudgement ordering® iibertragen.

Fiir den Vorzeichentest aus Kapitel 3 wollen wir zeigen, dass Rangierungs-
fehler die Pitman-Effizienz von

S RSS) — ZZI(X k> 0)

k=11:=1

gegeniiber S35 nicht unter 1 absinken lassen. Mit Hilfe von (4.1) statt (1.2)
kann man vollig analog zum Vorgehen in Kapitel 3 zeigen, dass

E SRS = mn[1 - G(0)], (4.6)

Var [SEB9] = mn G(0) [1 - G(0)] l1— %C[,%ﬁ(lo)__g%(ﬁ)] ].(4.7)
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Man setzt hier

o 1 S (Gen(0) = GO)P
izm mG(0)[1 — G(0)]
und erhélt
SERSS—mn [1 - G(0)] 4 Z~N(0,1) (n— o). (4.8)

\/mnG(0) [L — G(0)] 62,

(4.6), (4.7) und (4.8) entsprechen den Formeln (3.1), (3.2) und (3.3). Nicht
iibernehmen lésst sich (3.4). Hingegen vereinfachen sich (4.6), (4.7) und (4.8)
unter der Nullhypothese wiederum, und zwar zu

: mn
Bo [S5™] = = (4.9)
Varo [S1R5] % [1 - %i (Gi?m(o) - %ﬂ (4.10)
=: 5j2’07m
Sn !~ 4, Z (n— 0). (4.11)
T 0m

Der Abschnitt iiber die Berechnung von 43 ,,, lsst sich leider nicht iibertragen,
da ja kein Analogon zu (3.4) zur Verfiigung steht. Die 5j270’m sind aber ebenfalls
kleiner oder gleich 1.

Wir betrachten nun den einseitigen Test von Hy : 6 = 0 gegen Hy : 6 > 0
zum asymptotischen Niveau «a, der Hy verwirft, falls

. 1
S;QESSJ — % > iw/mnéj%ovm 2—a, (4.12)

und untersuchen dessen Pitman-Effizienz gegeniiber dem SRS-Vorzeichentest.
Zur Uberpriifung der Voraussetzungen von Satz 3.4 geht man wieder gleich
vor. Um (R4) zu zeigen, miissen wir nun zusétzlich annehmen, dass G, (0)
stetig von 6 abhéngt (Formel (1.1) steht nicht zur Verfiigung). Diese An-
nahme diirfte aber fiir eine , verniinftige® Rangierung wegen der zugrunde-
liegenden stetigen Verteilung durchaus sinnvoll sein. Die Effikazitét ist

sy 20(0)

m Y

95,0,m

und die Pitman-Effizienz gegeniiber dem SRS-Vorzeichentest betréagt

1
Z— > 1.

3,0,m

€ o+ RSSj SRS —
Sn S
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Auch der RSS-Vorzeichentest mit Rangierungsfehlern ist somit (asym-
ptotisch) noch mindestens so gut wie der gewohnliche SRS-Vorzeichentest.
Der Nutzen dieses Resultats ist allerdings insofern beschrinkt, dass das Ab-
lehnungskriterium (4.12) von 67, abhingt. Diese Konstante, die von der
Genauigkeit der Rangierung abhéngt, ist im allgemeinen nicht bekannt, so
dass ein Test zu einem gegebenen asymptotischen Niveau gar nicht angegeben
werden kann. Die Aussage lautet also genauer: Wenn man (durch Annahme
eines Wertes von 5j2707m und Wahl eines Wertes von «) kritische Werte festlegt
und dadurch Tests zum unbekannten asymptotischen Niveau & (i.a. # «)
konstruiert, so bendtigen diese Tests asymptotisch weniger Messungen als
SRS-Vorzeichentests zum gleichen Niveau & und mit gleicher Giite.

Abschliessend noch einige allgemeine, intuitive Uberlegungen zum Pro-
blem der Rangierungsfehler: Solange man nur kleine Set-Grossen betrachtet,
bietet die korrekte Rangierung wenig Probleme. Rangierungsfehler kommen
nur dort vor, wo zwei Werte ohnehin praktisch gleich sind, was den Gewinn
durch das RSS-Verfahren noch nicht wesentlich beeintriachtigt. Mit zuneh-
mender Set-Grosse wiirden aber diese kleinen Unterschiede, die nicht richtig
erfasst werden konnen, entscheidend fiir die unterschiedlichen Verteilungen
der verschiedenen Ordnungsstatistiken. Anschaulich ldsst sich das Problem
etwa so beschreiben: Wenn man zu grosse Sets wéhlt, liegen die Erwartungs-
werte zweier benachbarter Ordnungsstatistiken so nahe beieinander, dass
man sie nicht mehr unterscheiden kann. Grossere Sets bringen deshalb nur im
Fall der fehlerfreien Rangierung noch einen wesentlichen Gewinn. Aus diesem
Grund wird man die Set-Grosse nicht beliebig gross wihlen. McIntyre (1952)
vermutet, dass Sets mit einer Grosse iiber m = 5 in seiner Anwendung nicht
sinnvoll sind, und in der Folge werden in der Literatur (wie auch in dieser Ar-
beit) hauptséchlich die Félle m = 2,...,5 betrachtet. Selbstversténdlich ist
aber der Wert m = 5 keine allgemein giiltige Grenze, da je nach Anwendungs-
gebiet und verwendeter Rangierungsmethode véllig verschiedene Situationen
vorliegen kénnen.

4.2 Abhingigkeiten innerhalb der Sets

Das ,,judgement ordering“ bringt noch ein weiteres Problem mit sich: Damit
die Rangierung moglichst genau erfolgen kann, wird man die Sets in vielen
Féllen nicht als zuféllige Stichproben aus der ganzen betrachteten Popula-
tion ziehen konnen, sondern beispielsweise rdumlich benachbarte Elemente
betrachten. Im Beispiel von Mclntyre (vgl. Abschnitt 2.1) wird man etwa
einige Quadrate in Sichtdistanz zu einem Set zusammenfassen, um die Er-
trige moglichst gut vergleichen zu konnen. Die m Werte innerhalb eines Sets



4. Praktische Probleme 35

konnen deshalb nicht mehr als unabhéingig betrachtet werden.
Wir modellieren die Abhéangigkeiten innerhalb eines Sets in Anlehnung
an Ridout und Cobby (1987) folgendermassen: Es sei
Xijk = Ui, + Viji (4.13)
mit
E [Uzk] =FK [Xz]k] =FK [Xlll] s Var [Uzk] = O'(2J,
E [Vije] =0, Var [Viji] = o7
Dabei seien die Uy, i.i.d., ebenso die V;j;, und all diese Zufallsvariablen seien
unabhéngig. U; ist also der Erwartungswert fiir ein bestimmtes Set, und
Viji die Abweichung eines einzelnen Elements von diesem Erwartungswert.
Aufgrund der Annahme der Unabhéngigkeit ist Var [X,;x] = 0% = o + o¢.
Weiter gehen wir davon aus, dass die Rangierung translationsinvariant sei,
dass also Xjr = Ui, + V], mit unabhéngigen Summanden gelte.

Wieder untersuchen wir die Eigenschaften des Mittelwertschétzers A%%Sj

unter diesen allgemeineren Voraussetzungen. Man beachte, dass im angege-
benen Modell die ausgewihlten Elemente X, immer noch unabhéngig und
fiir ein festes ¢ identisch verteilt sind. Deshalb kann man die gleichen Aus-
sagen iiber ﬂgSSJ machen wie im Abschnitt 4.1: Der Schétzer ist weiterhin
erwartungstreu und hat eine Varianz, die kleiner oder gleich derjenigen des
SRS-Schétzers ist. Es dndern sich allerdings die 0%, die in (4.3) die Varianz
des Schétzers bestimmen.

Wir leiten einen Ausdruck fiir die Varianz von
in diesem Modell Rechnung trégt:

Var [ﬂfﬁ?ﬁj} = ! Z ZVar {X [ k}

2,2
menT T

~RSSj
m,n

her, der der Zerlegung

1

= z": i Var [Uy,] +

2,2
mens =i

1
m?2n?

>3 Var [Vigg]
k=1i=1

_ ‘7(2] 1 &

T mn + m2n ;Uw?m

Im schlimmsten Fall gilt o7, = 02, somit of, = 0 und auch oy, = 0. Dann

ergibt sich die gleiche Varianz wie fiir den SRS-Mittelwertschéitzer. Dies ist
nicht erstaunlich, da ein Set in diesem Fall aus lauter gleichen Elementen
besteht und das RSS-Auswahlverfahren demzufolge nichts anderes als eine
i.i.d.-Stichprobe vom Umfang mn liefert.

Auch fiir den Vorzeichentest lassen sich die Ausfiihrungen des Abschnitts
4.1 unverédndert {ibernehmen. Es gilt wiederum, dass die RSS-Variante asym-
ptotisch mindestens so effizient ist wie die SRS-Variante. (Auch in dieser
Situation sind natiirlich die Konstanten 6%, , im allgemeinen nicht bekannt. )
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Die Verédnderung gegeniiber Abschnitt 4.1 geschieht hier in den Verteilun-
gen Gy, auf denen die Definition von 552,0,m beruht. Um diese Verteilungen im
Modell (4.13) passend darstellen zu kénnen, betrachten wir anstelle der Mo-
mente der U;, und Vi, deren Verteilungsfunktionen: Wir schreiben Gy fiir die
Verteilungsfunktion von Uy, (mit Gy (x) = Fy(z—0) und Gy () = Fy(0) = 1)

)
und Fy fiir diejenige von Vjj;. Dann gilt fiir die Verteilungsfunktion G' von

Xijk, dass G = Gy * Fy,und G(z) = F(z —0) = (Fy * Fy)(x — 0). Aufgrund

der Translationsinvarianz der Rangierung gilt unter der Nullhypothese

Gen(0) = [ Fu(=t) dFyzn().
Ahnlich wie beim Mittelwertschétzer liegt offensichtlich der schlechteste Fall
vor, wenn Fy (x) und somit auch die Fy ;zp,(x) zur Indikatorfunktion I(z > 0)
degeneriert sind — dann gilt Gy, (0) = Fy(0) = 4. Durch Einsetzen in die
Definition von 5j2707m erhélt man unmittelbar 552,0,m = 1, also entspricht dieser
Fall dem SRS-Vorzeichentest.
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Kapitel 5

Kosteniiberlegungen

Bisher sind wir stets davon ausgegangen, dass die Kosten fiir die (ungefihre)
Rangierung vernachléssigbar sind und nur die Kosten fiir die genaue Mes-
sung ins Gewicht fallen. Demzufolge haben wir jeweils ein RSS-Verfahren,
das mn Elemente aus m?n auswihlt, mit einem SRS-Verfahren verglichen,
das auf mn Elementen beruht, also gleichviele Messungen erfordert. Die un-
tersuchten RSS-Verfahren erwiesen sich auch unter ungiinstigen Umstédnden
als mindestens so gut wie die SRS-Analoga.

Etwas anders ist die Situation, wenn man den Rangierungsaufwand mit-
beriicksichtigt. Solche Uberlegungen findet man bei Dell und Clutter (1972).
Wir bezeichnen mit M die ,,Messkosten“, worunter wir die Kosten zum Zie-
hen eines Elements und zur Messung des zugehorigen Werts verstehen wollen.
Weiter seien x die ,, Rangierungskosten®, definiert als die Kosten, die beim
Ziehen von m — 1 zusétzlichen Elementen und der (ungefihren) Rangierung
von m Elementen anfallen.

Aufgrund dieser Definitionen entstehen bei der Durchfithrung eines RSS-
Verfahrens mit Set-Grosse m und mit n Durchgéngen insgesamt Kosten von
mn(kM + kR). Ein SRS-Verfahren, das auf einer Stichprobe des Umfangs N
beruht, verursacht Gesamtkosten von NxM.

Wir wollen nun nicht mehr RSS- und SRS-Verfahren mit gleichvielen ge-
messenen Elementen vergleichen, sondern solche, die die gleichen Gesamtko-
sten verursachen. Gesucht sind Bedingungen, unter denen das RSS-Verfahren
mindestens so gut ist wie das SRS-Verfahren.

Fiir den Mittelwertschétzer erhalten wir die Bedingungen

%2 = Var [/l?VRS} > Var {ﬂ%ﬂ = ﬁ Zf:l Tim

und
N&M =mn (liM + /{f{n) .
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Durch Einsetzen ergibt sich

2 m
B 2 i 2.7
M_ R R
mn S T omPn =
bzw. ) "
mo K
m
s > 1+ v (5.1)
i=1%:m

Die relative Priizision (4.4) sollte also nicht nur grosser oder gleich 1 sein,
wie bisher gefordert, sondern noch den Zusatzaufwand fiirs Rangieren mit
kR /KM abgelten®.

Im Fall der perfekten Rangierung und zufillig gewahlter Sets (Kapitel 2)
betrug die obere Schranke fiir die relative Prézision mTH, also ist das RSS-
Verfahren hochstens dann interessant, wenn

kB om+1

1+ < 5

x

d.h. wenn

Fiir m = 5 diirfen beispielsweise die Ziechung von 4 zusétzlichen Elemen-
ten und die Rangierung eines Sets von 5 Elementen zusammen sicher nicht
mehr als doppelt so viel kosten wie die Ziehung und Messung eines Ele-
ments. Dies entspricht dem bestmoglichen Fall der Uniformverteilung. Sofern
die zugrundeliegende Verteilung bekannt ist und von der Uniformverteilung
abweicht, 14sst sich eine schérfere Ungleichung angeben.

Ahnliche Uberlegungen kann man fiir den Vorzeichentest anstellen: Die
RSS-Variante ist bei gleichen Kosten asymptotisch mindestens so gut wie die
SRS-Variante, wenn

M

mnk
= m?’LI{MGS;rL,FT{lSSjysj-CSRS > mn (/{M + /{f{n) ,
j707m
was bedeutet, dass
KR
> 14+ =t (5.2)
2 e
07 0.m kM
Wir stellen also an das Reziproke von (5j2707m genau die gleiche Bedingung wie

in (5.1) an die relative Prézision.

Bei perfekter Rangierung und zufilligen Sets sind die 5j2707m = 5§7m aus
Abschnitt 3.4 bekannt. Fiir m = 5 muss etwa rf < sM(1/05, — 1) ~ 1.03 M
gelten — eine wesentlich einschrinkendere Bedingung als die oben fiir den

Mittelwertschétzer bei Uniformverteilung angegebene.
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Kapitel 6

Erkennungsmoglichkeiten fiir
die praktischen Probleme

Durch den Einbezug der Rangierungskosten wird klar, dass die vorgestell-
ten RSS-Verfahren den SRS-Verfahren nicht in jedem Fall iiberlegen sind.
Insbesondere kann die RSS-Methode beim Auftreten der in Kapitel 4 vor-
gestellten Probleme unrentabel werden — der Aufwand fiir die Rangierungen
wiirde in diesem Fall besser ins Erheben einiger zusétzlicher Messungen in
einem SRS-Verfahren gesteckt.

Wir suchen deshalb nach Methoden zur Uberpriifung der urspriinglichen
Voraussetzungen in den ersten Kapiteln, also der Voraussetzungen, dass

(a) die Elemente X, 1.i.d. seien (entspricht o7, = 0 in Modell (4.13)) und
dass

(b) die Rangierung korrekt erfolge.

Ziel ist es, wesentliche Verletzungen dieser Voraussetzungen zu erkennen.

6.1 Allgemeine Uberlegungen

Wir gehen davon aus, dass uns zur Beurteilung die effektiv gemessenen Werte
aus der RSS-Auswahlprozedur (mit den zugeordneten Réngen) zur Verfiigung
stehen, also die m xn-Matrix
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Uber die mn(m — 1) rangierten, aber nicht gemessenen Elemente liegen uns
keine Informationen vor. Wir mochten aufgrund dieser Daten eines RSS-
Verfahrens beurteilen, ob fiir eine weitere, dhnliche Studie wiederum ein RSS-
Verfahren zu wihlen ist oder ob allenfalls ein SRS-Verfahren vorteilhafter ist.
Zu dieser Problemstellung ist folgendes anzumerken: In der Situation, in
der ein Experte die Rangierungen vorgenommen hat, wird einem dieser in
der Regel wohl auch Angaben dariiber machen kénnen, wie einfach sich die
Sets rangieren liessen und ob es wesentliche Unterschiede zwischen den Sets
gab. Wir stellen uns also beispielsweise eine der folgenden Situationen vor:

e Die Untersuchung liegt bereits einige Zeit zuriick, und der Experte steht
nicht mehr zur Verfiigung oder kann sich nicht mehr an die Details
erinnern.

e Mehrere Experten haben in einer grosseren Studie jeweils einen Teil
der Daten rangiert, weshalb keiner alle Sets vergleichen kann.

e Die Rangierung erfolgt durch paarweise Vergleiche, die wirklich nur das
Vorzeichen der Differenz zwischen zwei Werten liefern, aber keinerlei
Information iiber den Betrag der Differenz oder die Werte selbst.

Sowohl eine zufilllige Rangierung als auch eine Degeneration der Sets zu
lauter gleichen Elementen (02 = 0 in (4.13)) fiihren dazu, dass X einer
i.i.d.-Stichprobe entspricht. Wir kénnen deshalb mit den vorliegenden Daten
Verletzungen der Voraussetzungen (a) und (b) nicht getrennt untersuchen.

Die Zerlegung der Varianz im Modell (4.13) entspricht einem klassischen
Varianzanalyse-Modell. Man beachte aber, dass pro Gruppe (Set) in diesem
Fall nur jeweils eine Beobachtung vorliegt. Die Varianz innerhalb der Grup-
pen kann deshalb nicht geschitzt werden, und ein Vergleich mit der Varianz
zwischen den Gruppen ist somit nicht mdoglich.

Unsere Uberlegungen werden im wesentlichen auf folgender Tatsache be-
ruhen: Unter den Bedingungen (a) und (b) ist fiir ¢ < j ein X, tendenziell
kleiner als ein X(;),, da es ja eine niedrigere Ordnungsstatistik vertritt. (Es
braucht allerdings nicht X1y, < X < ... < X, zu gelten, wie dies bei
fliichtiger Betrachtung der Notation angenommen werden konnte und etwa
in Hettmansperger/McKean (1998) behauptet wird.)

6.2 Grafische Methode

Als einfaches Mittel zur Beurteilung der oben erwéhnten Voraussetzungen
(a) und (b) untersuchen wir zunéchst eine grafische Darstellung der Daten.
Dazu zeichnen wir zu jeder Zeile von X die empirische Quantilfunktion: Wenn
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7(Xpik) den Rang von X, innerhalb der i-ten Zeile bezeichnet, so interpo-
lieren wir zwischen den Punkten (r(Xp,)/(n+1), X)) (k= 1,...,n) linear.
Zur Kennzeichnung der i-ten Zeile beschriften wir die gezeichneten Punkte
mit dem Wert von i. Dieses Vorgehen wiederholen wir fiir jedes ¢ von 1 bis
m.

Falls die Voraussetzungen (a) und (b) erfiillt sind, so erhalten wir empi-
rische Quantilfunktionen fiir die Ordnungsstatistiken einer Stichprobe vom
Umfang m aus der Verteilung G der Xj;. Diese empirischen Quantilfunktio-
nen beruhen jeweils auf n Elementen.

Fiir die entsprechenden theoretischen Quantilfunktionen G, gilt

Anschaulich ausgedriickt: Die theoretischen Quantilfunktionen liegen der Rei-
he nach angeordnet iibereinander. Auch die empirischen Quantilfunktionen
sollten unter (a) und (b) nicht zu sehr von diesem Muster abweichen. Abbil-
dung 6.1 zeigt eine typische Realisierung der Grafik fiir m = 5 und n = 10,
wobei (a) und (b) erfiillt und die Xj;, standardnormalverteilt sind: Die er-
wartete Anordnung ist im wesentlichen erfiillt, wie hier ist aber vor allem am
Rand mit Uberschneidungen zu rechnen.
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Abbildung 6.1: Beispiel fiir die empirischen Quantilfunktionen unter den Vor-
aussetzungen (a) und (b) fiir m = 5 und n = 10 (X,j; standardnormalver-
teilt).
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Sind die Elemente von X i.i.d., so erhalten wir m empirische Quantilfunk-
tionen fiir die X;;;, selbst. Die entsprechenden theoretischen Quantilfunktio-
nen sind alle gleich (néimlich G™!), und die m empirischen Quantilfunktionen
werden nahe beieinander liegen. Wenn iiberhaupt eine Anordnung erkennbar
ist, so wird diese jede Permutation mit gleicher Wahrscheinlichkeit anneh-
men. In Abbildung 6.2 ist eine Realisierung dieses Falles zu sehen, wobei die
Xk 1.1.d. standardnormalverteilt sind.
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Abbildung 6.2: Beispiel fiir die empirischen Quantilfunktionen mit i.i.d. stan-
dardnormalverteilten X, fiir m =5 und n = 10.

Die beschriebene grafische Methode hat den Vorteil, dass sie die Daten
praktisch ohne Informationsverlust darstellt (lediglich die Zugehorigkeit zu
einem bestimmten Durchgang geht verloren). Eine ,,objektive“ Interpretation
ist hingegen kaum moglich — welche Muster sollen noch toleriert werden,
welche nicht mehr? Ausserdem héngen die entstehenden Muster von m und
n sowie auch relativ stark von der zugrundeliegenden Verteilung ab; unter
Umstdnden miisste die Skala fiir die beobachteten Werte angepasst werden.
Aufgrund dieser Uberlegungen wire eine Statistik wiinschenswert, die die
Abweichung von den Voraussetzungen in eine Zahl fasst und allenfalls sogar
einen Test erlaubt. Solche Statistiken suchen wir in den folgenden Kapiteln.
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Kapitel 7

Statistik Ry, ,(X)

Eine einfache Statistik zur Uberpriifung der Voraussetzungen (a) und (b)
zahlt, wie oft innerhalb jedes Durchgangs eine ,i-te Ordnungsstatistik“ gros-
ser als die ,,(i + 1)-te Ordnungsstatistik ist. Wir normieren diese Anzahl
mit der maximal moglichen Anzahl solcher Ereignisse und erhalten folgende
Statistik: X R
Ry (X) = m—1)n kz::l ; I(X[z‘]k > X[i+1]k)

(Die Beschrankung auf Vergleiche innerhalb der Durchgéinge vereinfacht die
Abhéngigkeitsstruktur und wird spéter fallengelassen. Falls die Zugehorigkeit
zu den verschiedenen Durchgéngen nicht mehr bekannt ist, kann man zuféllig
je einen Vertreter jeder Ordnungsstatistik zu einem ,,Durchgang® zusammen-
fassen — die Elemente eines Durchgangs stehen in keiner besonderen Bezie-
hung zueinander.)

Wenn wir unsere Fragestellung als Testproblem darstellen wollen, so lau-
tet die Nullhypothese, dass die X, aus dem RSS-Auswahlverfahren mit
perfekter Rangierung stammen, welches auf m?n i.i.d. Stichprobenelementen
Xijr basiert (Voraussetzungen (a) und (b)). Diese Formulierung der Nullhy-
pothese entspricht unserem Ziel, wesentliche Abweichungen von (a) und (b)
zu erkennen. Als extreme Alternative betrachten wir wiederum insbesondere
den Fall, dass die X[, eine i.i.d.-Stichprobe mit mn Elementen bilden (tritt
ein fiir zufillige Rangierungen oder o = 0).

Fiir dieses wie auch fiir die folgenden Kapitel gehen wir davon aus, dass
die Stichprobenelemente X einer absolut stetigen Verteilung entstammen.
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7.1 Verhalten unter der Nullhypothese

Satz 7.1 Unter Hy gilt

Eo [Ryn (X)] = 7mz f: ()() (7.1)

m i=1 j= H—l +j)<@+])

Varg [Rpn (X)] = ﬁ [mz:ll\/aro ik) +2mZ:jCovo zkan+1k)‘|
(7.2)
Dabei ist Ji =1 (X > Xisnp) (i =1,...,m—1), mit
m o i(7) () [ () () ]
Varg (J; = ———~| |1 = — |, 7.3
i [Z e Ry Y

N ]

Covo (i, Jix1e) = D — m
jmir2 =it (0 + 7+ 1) (i + ) (z+]+1) (?H)

e )0) ” n G+ 1(0)(5) ]
Lzl;rl (i —|—j)(l+j) ]zl;rg (i4+7+ 1)(Z+]+1) (7.4)

Beweis: Wir benotigen vorerst folgendes Resultat:

_yoo Foyins (%) frginy () d
(1.1 .
= y " ) [1— 1
- L [;(ﬂ) (PPl = F) ]
‘ (k?Q — 1)?(2' _ k2)| [F(ff)]k2_1 f(:L‘) [1 — F(:L,)]m—kg du
1.4 a2l ko™
= Z (guj-i-)ng ) / Jitkam+ns (2) dz

J=Fk1 (Gke—1)(n1+nz—j—k2)!
B S (%) g@m
j=k1 (] + kQ)(j+k2

Indem wir y gegen oo gehen lassen, erhalten wir weiter

) Fj+k2:n1+n2 <y> (75)

g (G + k) ("0

0o 71 ko ' k
[kallnl(x)fk21n2($)dx = Z ( )<( 2) ) (7.6)
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Nun betrachten wir die Bernoulli-Zufallsvariablen J; ;. Fiir diese gilt

Eo(Jix) = Po (X(i)k > X(i+1)k)
| Fitin(@) fim(@) do

ao o (1))

= — NN 7.7
2 7

und
Varg (Jix) = [Po (X(z‘)k; > X(z‘—l—l)k;)} [1 - Py (X(z‘)k; > X(i-i—l)k)}
o i(7)(5) { o i(7)(7)
_\iJNI) | |q _ ENACVAY V. i
L;l i+ J;H (i+ ) (25)

also (7.3). Ahnlich berechnen wir die Kovarianzen zwischen benachbarten

JiJCI

Eo (Jik Jivnk) = Po(Xap > Xanr > Xsop)
|| Frrn(an) forn(ea) dea f(o) o
o o (i 1)) (7
| /ooj;z (z’+j+<1;(3f(ﬁ)1
w o (0G0
52 (4§ + V() et 0+ 0(2)
_ oo )0

j=t2 =it (E+J+ 1)@+ 1) (zf‘;’il) (fﬁ;)

~
S

(

) E+j+1:2m($1)fi:m($1) dz,

(7.8)

Um (7.4) zu zeigen, miissen wir nur noch (7.8) und (7.7) in

Covo (Jigs Jitik) = Eo(JigJitik) — Eo (Jik) Eo (Jit1k)

einsetzen.
Nach diesen Vorarbeiten erhalten wir leicht Erwartungswert und Varianz
von R, , (X) unter der Nullhypothese, dass (a) und (b) gelten:

m—1

o (B (X)) = By |t 30 Y

n, i
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@ 1 & i i(7)(7)
m—1:= .55 (Z-I—])(ZQE)
1 n m—1
lian 00 = Vo [ £ 8
1 m—1 m—2
P Varg (Ji ) + 2 Covo (Jik, Jit1,
(m—1)n LZ; o (Jik) ; o (Jiks Jit1k)

Fiir die letzte Gleichung haben wir die Unabhéngigkeit von J;, und J;, fiir
k # ¢ oder |i — j| > 1 beniitzt. Damit ist der Beweis von Satz 7.1 vollstandig.

Die Erwartungswerte und Varianzen fiir m = 2,...,5 und n = 1 sind in
Tabelle 7.1 angegeben. Fiir andere n gelten die gleichen Erwartungswerte;
die Varianzen ergeben sich mittels Division durch n.

Tabelle 7.1: Erwartungswert und Varianz von R,,; (X) unter (a) und (b)
(m=2,...,5).

EO [Rm,l (X)] Varo [Rm,l (X)]
0.1666667 0.13888889
0.2000000 0.06476190
0.2238095 0.04106576
0.2420635 0.02964419

ot w3

Mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes erhalten wir asymptotische To-
leranzbereiche fiir n — oo (man beachte, dass R,,, (X) als Summe von n
i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilung wie R,,; (X) dargestellt werden kann).
Fiir grosse n konnen wir also die Nullhypothese zum approximativen Niveau
a verwerfen, falls

|Rpn (X) — Eg [Rn1 (X)]| > \/%Varo [Rin1 (X)] 21-a/2. (7.9)

In diesem Fall miissen wir davon ausgehen, dass zumindest eine der Vor-
aussetzungen (a) und (b) verletzt ist. Dies braucht allerdings noch nicht zu
heissen, dass kein RSS-Verfahren mehr angewendet werden soll — aufgrund
des festen Niveaus kann es durchaus geschehen, dass der Test ,,zu gut“ wird,
also bei grossen Stichproben bereits kleine Abweichungen von (a) und (b)
erkennt, die die Wirksamkeit des RSS-Verfahrens kaum beeintréchtigen. Wir
werden im Abschnitt 7.3 ein alternatives Entscheidkriterium betrachten.
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Vorerst wollen wir aber noch die Verteilungen der R,,, (X) fiir kleine m
und n untersuchen, um in diesem Fall ohne Normalverteilungsapproximation
argumentieren zu konnen. Wir miissen fiir jedes m nur die Verteilung von
R,,1 (X) berechnen, die {ibrigen ergeben sich durch Faltung.

Fiir m = 2 ist dies kein Problem — Ry (X) nimmt nur die Werte 0 und
1 an, mit

Po[Re1 (X)=1] = Eo[Re: (X)]
= - (7.10)

Fiir m = 3 und eine beliebige Permutation (i1, 42, 43) von (1,2, 3) berech-
nen wir

Py (X(i1)1 < X < X(ig)l)
[e’s) T3
= [ [ Fi :3(22) fiy:3(22) dxy fig:3(23) das

iz(5) ()
FiQ 5:6\23) Ji3:3\T3 dxs

i2+]
(7.6) 23: & (i) (?) - s (z33> @ .
Jj=i1 (iQ + j) (izij) l=iz+j (i3 + E) (Z'Sig)

Mit einigem Rechenaufwand erhalten wir

Po (Xan < Xon < Xpn) = %457
P, (X(m < X@n < X(Q)l) = Py (X(2)1 < Xan < X(3)1) = %;
Py (X(2)1 < X@p < X(1)1> = Py (X(3)1 < Xan < X(2)1) = 81770’
Py (X(3)1 < X < X(l)l) - %5

Im ersten Fall gilt R3; (X) = 0, im letzten R3; (X) = 1, und in allen {ibrigen
gilt Rs; (X) = 0.5. Somit haben wir unter der Nullhypothese folgende Ver-
teilung gefunden:

64
Po[R3: (X) =0] = 105
8
P() [Rg’l (X) — 05] — i,
1

Py [Re1 (X) = 1] = ==
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Analog kann man die Verteilungen fiir grossere m berechnen. Die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die verschiedenen Anordnungen von Xy, ..., X(my) sind
fiir m = 2,...,5 in Tabelle 7.2, die daraus resultierenden Verteilungen von
R,,1 (X) in Tabelle 7.3 zusammengestellt. Diese Verteilungen erlauben die
Konstruktion exakter Toleranzbereiche fiir R, ; (X). Mittels Faltung kénnen
solche auch fiir R, ,, (X) (n > 1) konstruiert werden.

7.2 Verhalten unter der speziellen Alterna-
tive

Nun interessieren uns aber natiirlich auch die Eigenschaften von R, , (X)

unter unserer ,extremen Alternative“, die besagt, dass die Elemente von

X i.i.d. sind. Wir bezeichnen diese Alternative mit H;, die entsprechenden
Erwartungswerte, Wahrscheinlichkeiten usw. mit Eq«, Py« usw.

Satz 7.2 Unter Hf gilt

By [Ron (X)] = % (7.11)

Vary: [Bon (X)] = 12(7:1—2)2% (7.12)

Beweis: Erneut betrachten wir zunéchst die Indikatorfunktionen J;;, die
wir in diesem Fall als

definieren, um mit der Notation wieder eventuellen Rangierungsfehlern Rech-
nung zu tragen. Da nun die Xy, ..., Xy 1.1.d. sind, werden die Berech-
nungen wesentlich einfacher als unter (a) und (b):

1
Ei (Jix) = P1- (X[z']k > X[z’Jrl]k) =3

1 1 1
Vary« (Jig) = = (1 - —) = —

2 2 4
1
Ere (Jik Jivik) = Pre (Xpge > Xpoap > X)) = -
1 1\?2 1
Covis (i, Jiv1,k) = 6 (5) ST
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Tabelle 7.2: Wahrscheinlichkeiten fiir die Anordnungen von X1, ..., X
unter (a) und (b) fiir m = 2,..., 5 sowie entsprechende Werte der Statistiken

R,,1 und R,, 1 (vgl. Kapitel 8).

m=2 |1 13 PO(X(,L'I)I < X(ig)l) R271 (X) R271 (X)
1 2 0.8333333 0.0000 0.0000
2 1 0.1666667 1.0000 1.0000

m=3 |14 iz 13 P()(X(il)l <...< X(i3)1) R371 (X) R371 (X)
1 2 3 0.6095238 0.0000 0.0000
1 3 2 0.1702381 0.5000 0.3333
2 1 3 0.1702381 0.5000 0.3333
2 3 1 0.0202381 0.5000 0.6667
3 1 2 0.0202381 0.5000 0.6667
3 2 1 0.0095238 1.0000 1.0000

m=4 1|14 i2 13 4 P()(X(il)l <...< X(i4)1) R471 (X) R471 (X)
1 2 3 4 0.4028293 0.0000 0.0000
1 2 4 3 0.1268577 0.3333 0.1667
1 3 2 4 0.1627741 0.3333 0.1667
1 3 4 2 0.0239891 0.3333 0.3333
1 4 2 3 0.0254943 0.3333 0.3333
1 4 3 2 0.0127508 0.6667 0.5000
2 1 3 4 0.1268577 0.3333 0.1667
2 1 4 3 0.0387933 0.6667 0.3333
2 3 1 4 0.0254943 0.3333 0.3333
2 3 4 1 0.0019616 0.3333 0.5000
2 4 1 3 0.0041328 0.6667 0.5000
2 4 3 1 0.0012119 0.6667 0.6667
3 1 2 4 0.0239891 0.3333 0.3333
3 1 4 2 0.0031338 0.3333 0.5000
3 2 1 4 0.0127508 0.6667 0.5000
3 2 4 1 0.0009188 0.6667 0.6667
3 4 1 2 0.0006315 0.3333 0.6667
3 4 2 1 0.0003841 0.6667 0.8333
4 1 2 3 0.0019616 0.3333 0.5000
4 1 3 2 0.0009188 0.6667 0.6667
4 2 1 3 0.0012119 0.6667 0.6667
4 2 3 1 0.0003366 0.6667 0.8333
4 3 1 2 0.0003841 0.6667 0.8333
4 3 2 1 0.0002319 1.0000 1.0000
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Tabelle 7.2 (Fortsetzung)

m=5 i1 do iz dix s | Po(X(in1 <--r < X(in1) | Rsa (X)  Rsi(X)
1 2 3 4 5 0.2450499 0.0000  0.0000
1 2 3 5 4 0.0819477 0.2500  0.1000
1 2 4 3 5 0.1134602 0.2500  0.1000
1 2 4 5 3 0.0186571 0.2500  0.2000
1 2 5 3 4 0.0204599 0.2500  0.2000
1 2 5 4 3 0.0105929 0.5000  0.3000
1 3 2 4 5 0.1134602 0.2500  0.1000
1 3 2 5 4 0.0370130 0.5000  0.2000
1 3 4 2 5 0.0289218 0.2500  0.2000
1 3 4 5 2 0.0026345 0.2500  0.3000
1 3 5 2 4 0.0054134 0.5000  0.3000
1 3 5 4 2 0.0016989 0.5000  0.4000
1 4 2 3 5 0.0289218 0.2500  0.2000
1 4 2 5 3 0.0043191 0.2500  0.3000
1 4 3 2 5 0.0165630 0.5000  0.3000
1 4 3 5 2 0.0014281 0.5000  0.4000
1 4 5 2 3 0.0010302 0.2500  0.4000
1 4 5 3 2 0.0006418 0.5000  0.5000
1 5 2 3 4 0.0030149 0.2500  0.3000
1 5 2 4 3 0.0014804 0.5000  0.4000
1 5 3 2 4 0.0019444 0.5000  0.4000
1 5 3 4 2 0.0005821 0.5000  0.5000
1 5 4 2 3 0.0006648 0.5000  0.5000
1 5 4 3 2 0.0004113 0.7500  0.6000
2 1 3 4 5 0.0819477 0.2500  0.1000
2 1 3 5 4 0.0271583 0.5000  0.2000
2 1 4 3 5 0.0370130 0.5000  0.2000
2 1 4 5 3 0.0059691 0.5000  0.3000
2 1 5 3 4 0.0064863 0.5000  0.3000
2 1 5 4 3 0.0033333 0.7500  0.4000
2 3 1 4 5 0.0204599 0.2500  0.2000
2 3 1 5 4 0.0064863 0.5000  0.3000
2 3 4 1 5 0.0030149 0.2500  0.3000
2 3 4 5 1 0.0001595 0.2500  0.4000
2 3 5 1 4 0.0005470 0.5000  0.4000
2 3 5 4 1 0.0001111 0.5000  0.5000
2 4 1 3 5 0.0054134 0.5000  0.3000
2 4 1 5 3 0.0007565 0.5000  0.4000
2 4 3 1 5 0.0019444 0.5000  0.4000
2 4 3 5 1 0.0000972 0.5000  0.5000
2 4 5 1 3 0.0001184 0.5000  0.5000
2 4 5 3 1 0.0000501 0.5000  0.6000
2 5 1 3 4 0.0005470 0.5000  0.4000
2 5 1 4 3 0.0002608 0.7500  0.5000
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Tabelle 7.2 (Fortsetzung)

m=5 i1 do iz dix s | Po(X(in1 <--r < X(in1) | Rsa (X)  Rsi(X)
2 5 3 1 4 0.0002403 0.5000  0.5000
2 5 3 4 1 0.0000462 0.5000  0.6000
2 5 4 1 3 0.0000824 0.7500  0.6000
2 5 4 3 1 0.0000345 0.7500  0.7000
3 1 2 4 5 0.0186571 0.2500  0.2000
3 1 2 5 4 0.0059691 0.5000  0.3000
3 1 4 2 5 0.0043191 0.2500  0.3000
3 1 4 5 2 0.0003656 0.2500  0.4000
3 1 5 2 4 0.0007565 0.5000  0.4000
3 1 5 4 2 0.0002289 0.5000  0.5000
3 2 1 4 5 0.0105929 0.5000  0.3000
3 2 1 5 4 0.0033333 0.7500  0.4000
3 2 4 1 5 0.0014804 0.5000  0.4000
3 2 4 5 1 0.0000750 0.5000  0.5000
3 2 5 1 4 0.0002608 0.7500  0.5000
3 2 5 4 1 0.0000517 0.7500  0.6000
3 4 1 2 5 0.0010302 0.2500  0.4000
3 4 1 5 2 0.0000743 0.2500  0.5000
3 4 2 1 5 0.0006648 0.5000  0.5000
3 4 2 5 1 0.0000302 0.5000  0.6000
3 4 5 1 2 0.0000171 0.2500  0.6000
3 4 5 2 1 0.0000118 0.5000  0.7000
3 5 1 2 4 0.0001184 0.5000  0.5000
3 05 1 4 2 0.0000323 0.5000  0.6000
3 5 2 1 4 0.0000824 0.7500  0.6000
3 5 2 4 1 0.0000151 0.7500  0.7000
3 5 4 1 2 0.0000126 0.5000  0.7000
3 5 4 2 1 0.0000087 0.7500  0.8000
4 1 2 3 5 0.0026345 0.2500  0.3000
4 1 2 5 3 0.0003656 0.2500  0.4000
4 1 3 2 5 0.0014281 0.5000  0.4000
4 1 3 5 2 0.0001095 0.5000  0.5000
4 1 5 2 3 0.0000743 0.2500  0.5000
4 1 5 3 2 0.0000452 0.5000  0.6000
4 2 1 3 5 0.0016989 0.5000  0.4000
4 2 1 5 3 0.0002289 0.5000  0.5000
4 2 3 1 5 0.0005821 0.5000  0.5000
4 2 3 5 1 0.0000268 0.5000  0.6000
4 2 5 1 3 0.0000323 0.5000  0.6000
4 2 5 3 1 0.0000134 0.5000  0.7000
4 3 1 2 5 0.0006418 0.5000  0.5000
4 3 1 5 2 0.0000452 0.5000  0.6000
4 3 2 1 5 0.0004113 0.7500  0.6000
4 3 2 5 1 0.0000181 0.7500  0.7000
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Tabelle 7.2 (Fortsetzung)

m=5 i1 iy iz dx s | Po(X(n1 <--r < X(in1) | Rsa (X)  Rsi(X)
4 3 5 1 2 0.0000101 0.5000  0.7000
4 3 5 2 1 0.0000069 0.7500  0.8000
4 5 1 2 3 0.0000171 0.2500  0.6000
4 5 1 3 2 0.0000101 0.5000  0.7000
4 5 2 1 3 0.0000126 0.5000  0.7000
4 5 2 3 1 0.0000051 0.5000  0.8000
4 5 3 1 2 0.0000058 0.5000  0.8000
4 5 3 2 1 0.0000039 0.7500  0.9000
5 1 2 3 4 0.0001595 0.2500  0.4000
5 1 2 4 3 0.0000750 0.5000  0.5000
5 1 3 2 4 0.0000972 0.5000  0.5000
5 1 3 4 2 0.0000268 0.5000  0.6000
5 1 4 2 3 0.0000302 0.5000  0.6000
5 1 4 3 2 0.0000181 0.7500  0.7000
5 2 1 3 4 0.0001111 0.5000  0.5000
5 2 1 4 3 0.0000517 0.7500  0.6000
5 2 3 1 4 0.0000462 0.5000  0.6000
5 2 3 4 1 0.0000083 0.5000  0.7000
5 2 4 1 3 0.0000151 0.7500  0.7000
5 2 4 3 1 0.0000061 0.7500  0.8000
5 3 1 2 4 0.0000501 0.5000  0.6000
5 3 1 4 2 0.0000134 0.5000  0.7000
5 3 2 1 4 0.0000345 0.7500  0.7000
5 3 2 4 1 0.0000061 0.7500  0.8000
5 3 4 1 2 0.0000051 0.5000  0.8000
5 3 4 2 1 0.0000035 0.7500  0.9000
5 4 1 2 3 0.0000118 0.5000  0.7000
5 4 1 3 2 0.0000069 0.7500  0.8000
5 4 2 1 3 0.0000087 0.7500  0.8000
5 4 2 3 1 0.0000035 0.7500  0.9000
5 4 3 1 2 0.0000039 0.7500  0.9000
5 4 3 2 1 0.0000027 1.0000  1.0000
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Tabelle 7.3: Verteilungen von R, ; (X) unter (a) und (b) fir m =2,...,5.

r Po(Rm1(X) =71) Po(Rn1(X) <7)
m=21|0 0.8333333 0.8333333
1 0.1666667 1.0000000
m=3|0 0.6095238 0.6095238
0.5 0.3809524 0.9904762
1 0.0095238 1.0000000
m=41|0 0.4028293 0.4028293
0.3333 0.5231447 0.9259740
0.6667 0.0737941 0.9997681
1 0.0002319 1.0000000
m=5]|0 0.2450499 0.2450499
0.25 0.5501239 0.7951739
0.5 0.1963510 0.9915249
0.75 0.0084724 0.9999973
1 0.0000027 1.0000000
Damit erhalten wir
n m—1
E;- = o | ———
1
= 5
1 n om—
Vary« | R, (X)] = Vary-
1 m—1 m—2
1) L:1 Vary« (Ji ) + 2 ; Covis (Jigy Jiv1k)
B 1 m—1 2(m—2)
- o |
m—+1
- 12(m—1)2n’

wie in Satz 7.2 behauptet.

Wiederum koénnen wir mit dem zentralen Grenzwertsatz die Verteilung

von R, , (X) approximieren.

Auch unter der speziellen Alternative Hy wollen wir aber fiir kleine m
und n die effektiven Verteilungen bestimmen. Da jeweils jede Anordnung
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von X1, .., X die gleiche Wahrscheinlichkeit (%) hat, brauchen wir
nur die Anzahl der Anordnungen zu zéhlen, die einen bestimmten Wert von
R,,1 (X) ergeben (vgl. etwa Tabelle 7.2). Wir erhalten die Verteilungen in
Tabelle 7.4.

Tabelle 7.4: Verteilungen von R,,; (X) unter der speziellen Alternative H7y,

dass die Elemente von X i.i.d. sind, fiir m = 2,...,5.
r Pi+(Rp1(X)=71) P1(Rpa(X) <)
m=2|0 0.5000000 0.5000000
1 0.5000000 1.0000000
m=3|0 0.1666667 0.1666667
0.5 0.6666667 0.8333333
1 0.1666667 1.0000000
m=4|0 0.0416667 0.0416667
0.3333 0.4583333 0.5000000
0.6667 0.4583333 0.9583333
1 0.0416667 1.0000000
m=>5|0 0.0083333 0.0083333
0.25 0.2166667 0.2250000
0.5 0.5500000 0.7750000
0.75 0.2166667 0.9916667
1 0.0083333 1.0000000

7.3 Minimax-Test

Mit Hilfe der Verteilungen unter der speziellen Alternative Hj konnen wir
nun ein anderes Kriterium fiir die Verwerfung der Nullhypothese aufstellen.
Wie bereits erwahnt, ist es nicht unbedingt wiinschenswert, fiir verschiedene
n die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art festzuhalten, da die RSS-Verfahren
auch bei leichten Verletzungen der Voraussetzungen noch niitzlich sind. Wenn
wir nur entscheiden wollen, ob eher die Nullhypothese oder die spezielle
Alternative Hj zutrifft, konnen wir leicht Minimax-Tests (innerhalb einer
ausgewahlten Familie nichtrandomisierter Tests) konstruieren. Diese erge-
ben asymptotisch gleiche Fehlerwahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art,
fiir kleinere n zumindest solche &hnlicher Grossenordnung. Im wesentlichen
behandeln wir also Hy und Hy gleich.
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Da Eq [Rnn (X)] < Ei+ [Rin, (X)] = 3 gilt, suchen wir (einseitige) Tests,
die Hy zugunsten von H; verwerfen, falls R,,, (X) > r. Die Minimax-
Bedingung verlangt, dass wir

max {Po [Run (X) > 7], Pre [Ron (X) < 7]} (7.13)

minimieren.

Weil Py [R,» (X) > r] monoton fallend in r und Py [R,,,, (X) < 7] mo-
noton steigend in r ist, ist (7.13) sicher minimal, wenn die beiden Werte
gleich sind. Dies kénnen wir wegen der Sprungstellen fiir endliche n im allge-
meinen nicht fordern, wohl aber fiir n — oo. Dann kénnen wir aber auch die
Verteilungen von R, ,, (X) durch Normalverteilungen approximieren, und es
gilt asymptotisch:

Po [Run (X) > 7] = Pre [Ronn (X)
e ( r — Eo Rt (X)) ) ( r — B[Rt (X)) )

IN

]

<~
\/2Varg [Ry1 (X)) VEVary. (R (X))
(7.11),
12 Eo[Bma X)] =7 _ r—3
V/Varg [Bo1 (X)) %
o Vot B[Ry (X)) + 5y/Var [Rna (X)

\/ 12(m 1 Bm—17 T \/Varo m1 (X)]

r kann mit (7.1) und (7.2) bzw. mit den Angaben aus Tabelle 7.1 bestimmt
werden. Dies ergibt die Werte r = TMm‘ma" in Tabelle 7.5.

Tabelle 7.5: Kritische Werte fiir den Minimax-Test mit R,,,, (X) (asympto-
tisch fiir n — 00).

TTI\’/LIiélgmaX
0.3090
0.3406
0.3578

0.3693

Ou ks w o 3

Mit den oben berechneten Verteilungen von R,,, (X) unter Hy und Hj
lassen sich selbstverstindlich auch genaue Verwerfungsgrenzen fiir kleine n
bestimmen:
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Beispiel 7.1 Wir wollen im Fall m = 3, n = 5 mit dem beschriebenen
Minimazx-Test zwischen Hy und H{ entscheiden. Mittels Faltung erhalten wir
aus den Tabellen 7.3 und 7.4 die Verteilungen von Rss(X). Diese sind in
Tabelle 7.6 angegeben.

Tabelle 7.6: Verteilungen von Rj 5 (X) unter Hy und Hy.

r P()(R3’5(X) = 7") P()(R375(X) > 7’) Pl* (R5’5(X) = 7") Pl* (R375(X) § 7“)
0.0 0.084130 0.915870 0.000129 0.000129
0.1 0.262908 0.652962 0.002572 0.002701
0.2 0.335207 0.317754 0.021219 0.023920
0.3 0.221828 0.095926 0.092593 0.116512
0.4 0.079797 0.016129 0.227623 0.344136
0.5 0.014827 0.001302 0.311728 0.655864
0.6 0.001247 0.000055 0.227623 0.883488
0.7 0.000054 0.000001 0.092593 0.976080
0.8 0.000001 0.000000 0.021219 0.997299
0.9 0.000000 0.000000 0.002572 0.999871
1.0 0.000000 0.000000 0.000129 1.000000

(7.13) wird fir r = 0.3 = ry¥"™ minimal. Somit wird man Hy verwer-
fen, falls Rs 5 (X) einen Wert von mindestens 0.4 annimmt — man geht dann
davon aus, dass das RSS-Verfahren wenig Nutzen bringt. Die Fehlerwahr-
scheinlichkeiten betragen 9.6% bzw. 11.7%. In diesem Beispiel ergibt sich mit
der asymptotischen Grenze rlgggimax tbrigens die gleiche Entscheidungsregel.

Schliesslich wollen wir zum Vergleich noch die Fehlerwahrscheinlichkei-
ten unter Verwendung der Normalverteilungsapprozimation bestimmen. Da-
bei verwenden wir den Wert 0.35 statt 0.3, um der diskreten Verteilung Rech-

nung zu tragen.

Q

Py (R35(X) > 0.3) 1—d (0'35 — Eo R, (X)]>

\/é\/aro [R31 (X)]
~ 1- ®(1.318)
0.0938 (statt 0.0959)
o (0.35 — B[Ry, (X)])
V/2Vary. [Ry 1 (X))
~ O(—1.162)
~ 0.1226 (statt 0.1165)

Q

Py (Rs5(X) < 0.3)

Q

Die Abweichungen von den exakten Werten sind in Anbetracht der kleinen
Anzahl Durchginge relativ bescheiden.
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Kapitel 8

Statistik Ry, n(X)

Die bisher verwendete Statistik hat den Vorteil, dass jedes X[, hochstens
zweimal fiir einen Vergleich beniitzt wird und dementsprechend in den Be-
rechnungen nur wenige Abhéngigkeiten beriicksichtigt werden miissen. Als
Nachteil zeigen sich aber bei kleinen Umféngen in den Verteilungsfunktionen
grosse Spriinge, die fiir die Konstruktion von Toleranzbereichen und Tests un-
erwiinscht sind. Wir betrachten deshalb folgende Statistik, die zu tendenziell
kleineren Spriingen in der Verteilungsfunktion fiihrt, da mehr verschiedene
Werte angenommen werden:

_ 1 n m—1

Ry (X) = () > . i I (X > X

k=1 i=1 j=i+1

Nach wie vor vergleichen wir also nur Elemente, die zum gleichen (effek-
tiven oder ,kiinstlichen*) Durchgang gehoren. Innerhalb jedes Durchgangs
betrachten wir aber nicht mehr nur benachbarte Elemente, sondern jedes
mogliche Paar von Elementen. (Fiir m = 2 ergibt dies natiirlich nichts Neu-
es.)

8.1 Verhalten unter der Nullhypothese

Im Prinzip kénnen wir unter der iiblichen Nullhypothese, dass die Bedingun-
gen (a) und (b) erfiillt seien, mit den gleichen Methoden wie fiir R, , (X)
Erwartungswerte, Varianzen sowie fiir bestimmte m exakte Verteilungen be-
rechnen.

Satz 8.1 Fliir den Erwartungswert erhalten wir unter H

By [ (0] = 3 30 =00 () (8.1)
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Beweis: Weitgehend analog zum entsprechenden Teil des Beweises von Satz
7.1, wobei man Indikatorfunktionen

gk =1 (Xaw > Xw) (i <)
betrachtet.

Die direkte Berechnung der Varianz wiirde fiir diese Statistik noch um
einiges komplizierter als fiir Ry, ,, (X). Wir wéhlen deshalb einen andern Zu-
gang, der uns allerdings nur die Varianz fiir m = 2,...,5 liefert.

Wie die Verteilungen von R,,; (X) sind auch diejenigen von R,,; (X)
durch Po(X(n < ... < X(,)1) bestimmt. Wir haben schon gesehen, wie sich
diese Wahrscheinlichkeiten berechnen lassen. Daraus und aus den Werten, die
Iém,l (X) fiir bestimmte Permutationen von Xy, ..., X4, annimmt (vgl.
Tabelle 7.2), bestimmen wir die Verteilungen von R, (X) unter Hy. Diese
Verteilungen sind in Tabelle 8.1 zusammengestellt.

Weil wir die Verteilungen nun kennen, konnen wir natiirlich daraus die
Varianzen von le (X) fiir m = 2,...,5 berechnen. Die Erwartungswerte
von R, (X) fiir n > 1 entsprechen denjenigen fiir n = 1 in Tabelle 8.2, die
Varianzen fiir n > 1 erhélt man wiederum mittels Division durch n aus den-
jenigen fiir n = 1. Somit haben wir die nétigen Angaben, um die Verteilung
von Rm,n (X) fiir grosse n durch eine Normalverteilung zu approximieren —
wiederum koénnen wir den zentralen Grenzwertsatz verwenden, da Rmn (X)
die Summe von 7 i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilung wie Ry, (X) ist.

Zu bemerken ist noch, dass bei dieser Statistik (im Gegensatz zu R, , (X))
der Erwartungswert unter der Nullhypothese mit steigendem m abnimmt.
Wiéhrend sich die mittels R,,, (X) verglichenen Elemente fiir grosse m in
ihrer Verteilung kaum noch unterscheiden, vergleicht man mit Hilfe von
Rmm (X) auch fiir grosse m noch Elemente, deren Verteilungen sich wesent-
lich unterscheiden.

8.2 Verhalten unter der speziellen Alterna-
tive

Unter der speziellen Alternative Hy ist die Herleitung der Formeln fiir den
Erwartungswert und die Varianz von R,,, (X) im Bereich des Zumutbaren
und wird durch recht einfache Ausdriicke belohnt:

Satz 8.2 Unter Hf gilt

Epe (R (X)] = % (8.2)
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Tabelle 8.1: Verteilungen von R,,; (X) unter (a) und (b) fiir m = 2,...,5.

r PQ(RmJ(X) = T’) Po(RmJ(X) S T)
m=210 0.8333333 0.8333333
1 0.1666667 1.0000000
m=310 0.6095238 0.6095238
0.3333 0.3404762 0.9500000
0.6667 0.0404762 0.9904762
1 0.0095238 1.0000000
m=410 0.4028293 0.4028293
0.1667 0.4164895 0.8193188
0.3333 0.1377601 0.9570789
0.5 0.0366914 0.9937703
0.6667 0.0048930 0.9986632
0.8333 0.0011048 0.9997681
1 0.0002319 1.0000000
m=2>510 0.2450499 0.2450499
0.1 0.3908159 0.6358659
0.2 0.2372620 0.8731279
0.3 0.0934234 0.9665513
0.4 0.0254875 0.9920388
0.5 0.0060582 0.9980970
0.6 0.0015867 0.9996837
0.7 0.0002394 0.9999231
0.8 0.0000594 0.9999825
0.9 0.0000148 0.9999973
1 0.0000027 1.0000000

Tabelle 8.2: Erwartungswert und Varianz von R,,; (X) unter (a) und (b)

(m=2,...,5).

m EO [RmJ(X)] Varo [Rm71(X)]
2 0.1666667 0.13888889
3 0.1500000 0.04284392
4 0.1380952 0.02015220
d 0.1289683 0.01150770
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~ 2m+5

Vary: Ry (X)| = T — T’ (8.3)

Beweis: Die Ideen fiir den direkten Beweis entsprechen denjenigen bei Satz
7.2. Die Behauptungen fiir n = 1 werden sich ausserdem als Spezialfall von

Satz 9.3 ergeben (R, (X) = Ry, (X))

Wiederum berechnen wir auch die Verteilungen von le (X) fiir m =
2,...,5 (Tabelle 8.3).

Tabelle 8.3: Verteilungen von R, (X) unter der speziellen Alternative H?,

dass die Elemente von X i.i.d. sind, fiir m = 2,...,5.
r Pi+(Rp1(X)=71) P1(Rpa(X) <)
m=210 0.5000000 0.5000000
1 0.5000000 1.0000000
m=310 0.1666667 0.1666667
0.3333 0.3333333 0.5000000
0.6667 0.3333333 0.8333333
1 0.1666667 1.0000000
m=410 0.0416667 0.0416667
0.1667 0.1250000 0.1666667
0.3333 0.2083333 0.3750000
0.5 0.2500000 0.6250000
0.6667 0.2083333 0.8333333
0.8333 0.1250000 0.9583333
1 0.0416667 1.0000000
m=2510 0.0083333 0.0083333
0.1 0.0333333 0.0416667
0.2 0.0750000 0.1166667
0.3 0.1250000 0.2416667
0.4 0.1666667 0.4083333
0.5 0.1833333 0.5916667
0.6 0.1666667 0.7583333
0.7 0.1250000 0.8833333
0.8 0.0750000 0.9583333
0.9 0.0333333 0.9916667
1 0.0083333 1.0000000
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8.3 Minimax-Test

In Tabelle 8.4 sind asymptotische kritische Werte fiir einen Minimax-Test
analog zu demjenigen mit R,,, (X) angegeben. Sie berechnen sich nach der
Formel

183%?1) Eo [ \/Val"o ot ( }

2m+5
18m (m—1) \/Val"o m, 1 }

~Minimax __
m,00 -

Tabelle 8.4: Kritische Werte fiir den Minimax-Test mit R,,,, (X) (asympto-
tisch fiir n — 00).

jMinimax
0.3090
0.2877
0.2708

0.2568

ol W | S

Beispiel 8.1 Wir nehmen nochmals die Situation von Beispiel 7.1 auf (m =
3, n = 5), wollen nun aber einen Minimaa- Test durchfiihren, der auf Rs s (X)
basiert. Aus Tabelle 8.5 finden wir fé\gnima" = 0.2667 und verwerfen Hy zugun-
sten von H7, falls R375 (X) > 0.3333. Da wir mehr Information verwenden als
mit der Statistik Rsjs (X), erhalten wir kleinere Fehlerwahrscheinlichkeiten
von 6.3% bzw. 8.1%. Wiederum erhalten wir die gleiche Entscheidungsregel,

wenn wir ré\/llmmax anstelle von rggmmax verwenden.
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Tabelle 8.5: Verteilungen von Ry (X) unter Hy und H.

62

P()(R375(X) = 7“)

P()(R375(X) > 7“)

Pl* (R5’5(X) = 7")

Pl* (R575(X) § 7“)

0.0667
0.1333
0.2

0.2667
0.3333
0.4

0.4667
0.5333
0.6

0.6667
0.7333
0.8

0.8667
0.9333

0.084130
0.234974
0.290444
0.215624
0.111648
0.044319
0.014152
0.003714
0.000817
0.000151
0.000023
0.000003
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

0.915870
0.680896
0.390452
0.174828
0.063180
0.018862
0.004709
0.000995
0.000178
0.000027
0.000003
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

0.000129
0.001286
0.006430
0.021219
0.051440
0.096708
0.145319
0.177469
0.177469
0.145319
0.096708
0.051440
0.021219
0.006430
0.001286
0.000129

0.000129
0.001415
0.007845
0.029064
0.080504
0.177212
0.322531
0.500000
0.677469
0.822788
0.919496
0.970936
0.992155
0.998585
0.999871
1.000000
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Kapitel 9

Statistik Ry, ,,(X)

Eine naheliegende Modifikation der Statistik R, (X) besteht darin, die Ver-
gleiche nicht mehr auf die einzelnen Durchgéinge zu beschréanken, sondern
jedes X, mit jedem Xy, (7 < j) zu vergleichen. Dies ergibt die Statistik

f: T (X > Xpjp) -

9.1 Verhalten unter der Nullhypothese

Satz 9.1 Fir die so definierte Statistik gilt unter den Bedingungen (a) und

(b)

R ST o o N
G R e

Beweis: X(;), hat die gleiche Verteilung wie X(;),, und beide sind fiir ¢ # j
unabhéngig von X;),. Daher gilt

m—1

Eo Ry, (X)| = Eo

>

k=1/4=1 =1 j=i+1

1 n m—1 m
= EO (T;)n kz::l 2 jzzjll (X k> X(]) )]
= Eo[Bna (X)),
und die Behauptung folgt aus Satz 8.1.
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Die Herleitung eines Ausdrucks fiir die Varianz wére nochmals kompli-
zierter als fiir R, (X). Wir unternchmen deshalb vorerst eine empirische
Untersuchung. Erschwerend ist dabei, dass es nicht (wie fiir R,,, (X) und
Rmm (X)) geniigt, den Fall n = 1 zu betrachten. Aufgrund der Vergleiche
iiber die Grenzen der Durchgénge hinweg ist namlich Varg[R;, , (X)] nicht
von der Form <.

Wir schétzen die gesuchte Varianz aufgrund von Simulationen separat
fir m = 2,...,5und n = 1,...,10. Die Werte in Tabelle 9.1 sind solche
geschétzte Varianzen, basierend auf je 100000 Simulationen, in denen je-
weils auf m?n ii.d. ,Zufallszahlen® das RSS-Auswahlverfahren angewandt
und R, (X) berechnet wurde.

Tabelle 9.1: Geschétzte Varianz von R;,  (X) unter (a) und (b).

m
2 3 4 )

0.140 0.0429  0.0202 0.0115
0.0545 0.0169  0.00805 0.00460
0.0328  0.0103  0.00493 0.00285
0.0235  0.00735 0.00357 0.00205
0.0180  0.00570 0.00272 0.00157
0.0146  0.00465 0.00224 0.00130
0.0124  0.00392 0.00189 0.00110
0.0106  0.00343 0.00163 0.000944
0.00942 0.00298 0.00144 0.000836
0.00839 0.00267 0.00130 0.000745

05000 0 U w3

Diese Schétzungen wurden mit den Resultaten einer zweiten, gleichen Rei-
he von Simulationen verglichen. Aufgrund dieses Vergleichs ist anzunehmen,
dass jeweils etwa zwei der drei angegebenen signifikanten Stellen brauchbar
sind.

Ausser fiir n = 1 sind die so geschitzten Varianzen von R} (X) alle
kleiner als die entsprechenden (exakten) Varianzen von R, (X), die man
aus Tabelle 8.2 berechnen kann.

Nun wollen wir doch noch versuchen, uns auf theoretischem Weg an die
Varianzen heranzutasten:

Satz 9.2 Es gibt fiir jedes m > 2 Konstanten ay ,,, @2.m, a3m, 50 dass

a2,m a3,m
2 + 3
n n

Varg [R;, , (X)] = a;’” + (9.2)
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Beweis: Wir verwenden die abgekiirzte Schreibweise

Ape = % mi i (X > Xgye) »
(2) i=1 j=i+1

so dass

Varg R}, , (X)]

= —Val"o ZZAI@E‘|

= n(n — 1)(n — 2)(n — 3) COVO [Al,g, A3,4]

+n(n—1)(n—2) (COVO (A1 2, A3 3] + Covg [A1 2, As 0]
+ Covg [A1,2, A31] + Covg [A1 2, Aa 3]
+ Covg [A12, A1 3] + Covg [A11, Az 3] )
+n(n — 1)(Covo [A11, Agp] + Covo [A1 2, A1 o] + Covo [A1 2, Ag 1]
+ Covg [A11, A1 2] + Covg [A11, Az 1]
+ Covo [A1 2, Ava] + Covo [z, Ary] )

+n COVO [Al,h Al,l] ]

1
= = [(n3 —3n* 4+ 2n)crm + (n* —n)com + ncg,m]
Clam  —3Cim+ Com  2C1m — Com + C3m
Lm 1,2 2m | =C1, 2, 3m

n n n3

Dabei haben wir die Summe iiber alle (k, ¢, k, [7) nach der Anzahl verschiede-
ner Indices zerlegt und verwendet, dass Covg [A; 2, A34] = 0. Man beachte,
dass die Umformungen auch fiir n < 4 giiltig bleiben, da vor den Kovarian-
zen, die fiir ein bestimmtes n gar nicht vorkommen, ein Faktor 0 steht. Die
Behauptung folgt mit passender Definition der Konstanten a; ,,.

Im Prinzip kénnte man nun fiir ein festes m die Varianzen von R, , (X)
fiir drei Werte von n berechnen (n = 1 ist von R,,, (X) her bekannt, nahe-
liegenderweise wiirde man noch n = 2,3 betrachten) und kénnte daraus die
Konstanten a; ,,, bestimmen. Dies ergébe die Varianz fiir jedes n. Die exakte
Berechnung der dazu benotigten Varianzen ist allerdings nicht wesentlich we-
niger aufwendig als im allgemeinen Fall, so dass uns dieser Ansatz auch nicht
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weiterbringt. Eine Schatzung der a; ,, mittels Regression aufgrund der simu-
lierten Werte in Tabelle 9.1 scheint nicht ratsam, da diese Werte doch recht
ungenau sind. Satz 9.2 liefert uns also letztlich nicht viel mehr als die Aus-
sage, dass unter Hy fiir n — oo die Varianz von R;, , (X) von der Ordnung
% ist.

Leider lésst sich fiir R}, , (X) auch mit ungefihrer Kenntnis der Varianzen
nicht ohne weiteres eine Aussage iiber asymptotische Verteilungen machen
— der zentrale Grenzwertsatz in seiner klassischen Form geniigt nicht mehr,
da sich die Statistik nicht in n i.i.d. Zufallsvariablen zerlegen lédsst. Dennoch
kann man vermuten, dass die Verteilung asymptotisch einer Normalvertei-
lung entspricht, mit Erwartungswert geméss Satz 9.1 und Varianz 617’1’", mit
c1.m wie im Beweis von Satz 9.2. Diese Vermutung wird durch Simulatio-
nen gestiitzt, wobei die Konvergenz wegen der Schiefe der Verteilung relativ
langsam erfolgt.

9.2 Verhalten unter der speziellen Alterna-
tive

Satz 9.3 Unter der speziellen Alternative, dass die Xy, i.1.d. sind, gilt
1

B[Ry, (X)] = 5 (9.3)
Vary. [R;,, (X)] = 12;7;,;1(22_”55’2 (9.4)

Beweis: Da die X, i.i.d. sind, ist E;- [I (X[i]k > X[ﬂg” = % Somit ist (9.3)
trivial. Die Varianz schreiben wir als

Vary- {R;‘nn (X)}
n n m—1 m
— (m)12n4 Var;« I;; 2 ];11 (ka > X[]]g)]
2 1=t iml e

= m12 > Vary. Zn:il(XMk >XW)]

(2) nt | i<y k=1 /(=1

+ > Covie znjznjl (X > Xp) znjznjl (X > XW)] :

i<j, 1<] | k=1{=1 k=1/(=1

i#i oder j#£j]
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wobei hier wie im folgenden 4,4, und j immer von 1 bis m laufen und
zusdtzlich die angegebenen Summationsbedingungen erfiillen sollen.
Fiir die Summanden der ersten Summe in (9.5) finden wir (mit ¢ < j)

2
() 9 2 1 2 1 o 1 n’
) 12 s mPn—1) -4t — [
n*(n—1) LT (n—1) 3 +nt g 5
ot 2n? N n? N on®  2n? N n® nt
4 4 4 3 3 2 4
nd  n?

Dabei steht nach dem (%) der erste Summand fiir die n?(n — 1)? Fille mit
k < k und ¢ #* ¢, der zweite fiir dicjenigen mit genau einer Ungleichung und
einer Gleichung und der dritte fiir diejenigen mit k& = k und ¢ = .

Die zweite Summe in (9.5) zerlegen wir mittels folgender Partition der
Indexmenge:

ﬁ@ﬁaj)m<:$i<ﬁi¢%o¢xj¢j}
= {0 i<ji<jitii#ii#ii#5)
U{(i,5,0,3) i< jyi<§,j #3}0{G,,0,5) 1 <ji<ji#i)
U{(i,4,4,3) i <G <ipu{(i,.i,i) i <i<j} (9.7)
Wir berechnen nun die gesuchte Kovarianz fiir die verschiedenen Fille:
o Fiiri<j,i<j,i#1,7#7,i#7,1%7 gilt
&m*ggg(k>XM);g:QW>XW):Q

da kein X[, in beiden Summen vorkommt und die verschiedenen X,
unabhéngig sind.



9. Statistik Ry, (X)

o Fiiri<j,i<yj,j#7gilt

Covie | 3D T (Xppe > Xppe) 20 D1 (X > XW)]
k=1¢=1 Fel i1
n o n n o n n4
S R CTEEHHEFEEI R
k=14=1 =1 /=1
B LIPS B A L
AR S U

e Analog findet man fiir i < j,7 < j,i #1

Covy«

14=1 /

il( ik > Xale)’iil (sz; > Xm/z)} =

o Weiter gilt fiir i < j < j

Covye [S°301 (ka > XW) SN (XW > XW)]
k=1¢=1 k=1i=1
n n n n TL4
= Be |23 S (X > Xppe) T(Xy5 > XW)] T
k=1 0=1j—1 /-1
IR RUIPI SIS S N
= n°(n—1) 1 +n 5 1= 1

e Wiederum analog erhilt man fiir i < i < j

3
I (X > X w)] = _%

COVl*

iil(xmk > Xpe) Xi:

k=1/¢=1

||’M:
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Indem wir (9.6), die Partition (9.7) der Indexmenge sowie die berechneten

Kovarianzen in (9.5) einsetzen, erhalten wir

Vari« [ann (X)}

TS ~?—;+ )3 ~§+ 2[—?—2%2[—”—3])

1<, 1<J, J#J i<j, i<j, i#i 1<j<j
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B 4 m(m—1) 2n?+n?

 om2(m — 1) ( 2 12
+2m(m—1)(m—2) .n_3_2m(m—1)(m—2) n_3>

3 12 6 12

_6n® +3n% 4 2mn® — 4n?

B 18m(m — 1)n*

_ 2mn+2n+3

~ 18m(m — 1)n?’

was zu beweisen war.

Aufgrund dieses Resultats und des Satzes 8.2 ist leicht zu sehen, dass un-
ter H{ die Varianz von R}, (X) fiir n > 2 kleiner als diejenige von Ry (X)
ist (fiir n = 1 besteht trivialerweise Gleichheit).

Zur Bestimmung der asymptotischen Verteilung von R, (X) ldsst sich
(wie schon unter Hy) der zentrale Grenzwertsatz nicht anwenden. Wir sehen
jedoch im folgenden Abschnitt, wie wir der Literatur eine Normalverteilungs-
approximation entnehmen konnen.

9.3 Exkurs: Jonckheere-Test

Die Statistik Ry, , (X) entspricht weitgehend der Teststatistik, die Terpstra
und (unabhéngig von ihm) Jonckheere (1954) vorgeschlagen haben und die
als ,,Jonckheere-Test* fiir geordnete Alternativen bekannt geworden ist. Wir
stellen diesen Test vor und zeigen den Zusammenhang mit unserer Statistik
Ry, (X). Dabei passen wir die Notation von Jonckheere (1954) etwas an
unsere bisherigen Konventionen an.

Gegeben seien Stichproben (Xi,...,X;,), ¢ = 1,...,m, wobei X,; der
absolut stetigen Verteilung F; entstamme. Wir untersuchen in diesem Ab-
schnitt

Hy: Fi(x)=...=F,(z), Vx

gegen
Hy: Fi(z)>...> F,(x), Vo

Zu bemerken ist erstens, dass Jonckheere die Alternative mit den umgekehr-
ten Ungleichungen schreibt. Aus seinen Erorterungen wird aber klar, dass
auch er Trends der Form X;;, < X, (¢ < j) sucht, was den angegebenen
Ungleichungen in den Verteilungsfunktionen entspricht. Zweitens ist festzu-
halten, dass die Alternative wohl vorsichtiger geschrieben werden sollte, etwa
als Fi(xz) > ... > Fp(x), V; 3(4, j,20) 1 i < j, Fi(xo) > Fj(x0).
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Jonckheere untersucht nun die Eigenschaften der Statistik

i_ﬁ;uxm mj f;

m—1

S=2> >

=1 j=i+1k

unter Hj. Insbesondere zeigt er, dass S fiir proportional wachsende Gruppen
(d.h. > n; — oo und ”Zn — a; > 0) asymptotisch normalverteilt ist.

Jonckheere betrachtet auch den Spezialfall ny = ... = n,, = n. In diesem
Fall ist S asymptotisch (n — oo) normalverteilt mit Erwartungswert 0 und

Varianz <& [m(m — 1)n?(2n(m + 1) + 3)]. S vereinfacht sich zu

s = 2% f: znjznj (1= T (X > Xpe) | - (7;)712

bzw. .

5 2(2)712. (9.8)
Wir sehen leicht, dass unter Jonckheeres Nullhypothese auch R, (X) asym-
ptotisch normalverteilt ist, und zwar mit Erwartungswert % und Varianz
%, was unseren Berechnungen im letzten Abschnitt entspricht.

Nun miissen wir noch die Hypothesen des Jonckheere-Tests mit denjeni-
gen vergleichen, die wir im Rest dieses Kapitels betrachten: Unter H, des
Jonckheere-Tests sind die X, i.i.d., was wir ausserhalb dieses Abschnitts
mit H{ bezeichnen. Die Alternative des Jonckheere-Tests beinhaltet unter
anderem den Fall, dass X, geméss Fi.,, verteilt ist, also das, was wir sonst
als Nullhypothese (Bedingungen (a) und (b)) bezeichnet haben.

Wir kénnen also Jonckheeres Ergebnisse folgendermassen auf unser Pro-
blem iibertragen (wir kehren nun endgiiltig zu den fritheren Hypothesen
zuriick): Unter Hf gilt

Rnn (X) — 5 L7 (n— o), (9.9)

2mn+42n+3
18m(m—1)n2

wobel Z standardnormalverteilt ist.



9. Statistik Ry, (X) 71

9.4 Minimax-Test

Unter Hy steht uns keine Approximation der Verteilung von R;  (X) fiir
grosse n zur Verfiigung. Wir koénnen demzufolge keine asymptotischen kriti-
schen Werte berechnen und betrachten nur das konkrete Beispiel mit m = 3
und n =5 (vgl. Bsp. 7.1, 8.1).

Beispiel 9.1 Da wir die exakte Verteilung von Ry, (X) unter Hy eben-
falls nicht kennen, verwenden wir die empirische Verteilungsfunktion von
Ry, . (X) aus 1000000 Simulationen. Unter Hy konnen wir die evakte Ver-
teilung der Testgrosse von Jonckheere aus der Literatur (z. B. Jonckheere
1954, Table 3; k = 3,m = 5) auf unser Problem tbertragen, indem wir die
Beziehung (9.8) verwenden. Die beiden so gewonnenen Verteilungen sind in
Tabelle 9.2 auszugsweise angegeben.

Tabelle 9.2: Verteilungen von Rj 5 (X) unter Hy (geschétzt) und H7.

T Po (R§75 (X) > 7") Py~ (R§75 (X) < r)
0.2 0.2123 0.0087
0.2133 0.1710 0.0120
0.2267 0.1362 0.0161
0.24 0.1073 0.0214
0.2533 0.0835 0.0279
0.2667 0.0645 0.0359
0.28 0.0491 0.0456
0.2933 0.0370 0.0572
0.3067 0.0278 0.0708
0.32 0.0207 0.0867
0.3333 0.0154 0.1049
0.3467 0.0113 0.1256
0.36 0.0082 0.1489

Daraus kénnen wir entnehmen, dass Hy nach dem Minimaz-Test mit
Rj 5 (X) zu verwerfen ist, falls Rj 5 (X) grosser als r33 ™™ = 0.28 ist. Die
Fehlerwahrscheinlichkeiten betragen nun 4.9% bzw. 4.6%, sind also nochmals
deutlich tiefer als im Beispiel 8.1.

Schliesslich vergleichen wir Py-(R5 5 (X) < r53™) noch mit dem
Wert, den wir unter Verwendung der Normalverteilungsapprozimation (9.9)
erhalten (wir verwenden wieder eine Stetigkeitskorrektur):

0.28667 — 0.5
Pr (R55(X) <028) ~ @ (—)

2-3-5+2-5+3
18-3-2:52
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~ ®(—1.6905)
0.0455

Q

Die Approximation ist in diesem Fall also sehr gut.

Die deutlich kleineren Fehlerwahrscheinlichkeiten im Beispiel erstaunen
nicht — sowohl unter Hy als auch unter H{ hat ja R;, , (X) den gleichen Er-
wartungswert wie Rmn (X), aber eine kleinere Varianz. Demzufolge diirfte
sich die Verwendung von R;, , (X) lohnen, auch wenn zum Teil die theoreti-
schen Grundlagen fehlen.
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Kapitel 10

Ausblick

In den letzten drei Kapiteln wurden einfache Minimax-Tests empfohlen, um
zu iiberpriifen, wie schwerwiegend die praktischen Probleme in einem kon-
kreten Fall sind. Solange man annimmt, dass die zugrundeliegende Vertei-
lung der Stichprobenelemente stetig ist, beeinflusst diese die Verteilung der
Teststatistiken unter den betrachteten Hypothesen nicht, da nur Bernoulli-
Variablen der Form I(Xpj, > Xjjj¢) betrachtet werden. Die Minimax-Tests
sind also in diesem Sinne nichtparametrisch.

Die Tests sind aber insofern unbefriedigend, dass sie die Kosteniiber-
legungen aus Kapitel 5 vollig ausser Acht lassen — schliesslich mochte man
wissen, ob bei gleichen Kosten eher ein RSS- oder ein SRS-Verfahren bes-
ser ist. Als Fortsetzung dieser Arbeit wire es deshalb interessant, Tests zu
entwickeln, die diese Aspekte mitberiicksichtigen.

Die hier vorgestellten Statistiken diirften grundsétzlich auch fiir solche
Tests geeignet sein. Allerdings miissten Verwerfungsgrenzen bestimmt wer-
den, die ausser von den Parametern m und n auch vom anzuwendenden Ver-
fahren (z.B. Vorzeichentest), von den Mess- und Rangierungskosten sowie
(je nach Verfahren) von der zugrundeliegenden Verteilung abhingen. Auch
miissten wohl recht weitreichende Modellannahmen beziiglich der Rangie-
rungsfehler und der Struktur der Sets getroffen werden.

Angesichts dieser Schwierigkeiten wird man wohl in den meisten Féllen
auf einen solchen Test verzichten miissen. Statt sich der Illusion eines ,,per-
fekten* Tests hinzugeben, wird man realistischerweise eine der vorgestellten
Statistiken berechnen, diese mit den Erwartungswerten unter Hy und Hy so-
wie mit dem kritischen Wert des Minimax-Tests vergleichen und schliesslich
unter Einbezug der Kostenaspekte abwégen, ob man in einer weiteren Studie
nochmals ein RSS-Verfahren anwenden soll.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden zunéchst zwei Anwendungsbeispiele von
Ranked Set Sampling aus der Literatur vorgestellt und wichtige Resultate
dazu nachvollzogen. Ebenso wurden die Auswirkungen der bekannten Pro-
bleme in der praktischen Anwendung der Methode aufgezeigt, wobei auch die
Kosten fiir die Durchfithrung des Verfahrens mit denjenigen bei Verwendung
gewohnlicher Stichproben verglichen wurden.

Hauptziel der Arbeit war aber die Bereitstellung von Methoden, mit de-
nen die praktischen Probleme erkannt werden kénnen, und zwar nur aufgrund
der zur genauen Erhebung ausgewéhlten Stichprobenelemente. Neben einer
einfachen grafischen Methode wurden zu diesem Zweck drei nichtparametri-
sche Statistiken untersucht. Diese erlauben zwar mit zunehmender Verfeine-
rung sicherere Aussagen, bieten dafiir aber auch mehr und mehr Probleme
bei der theoretischen Behandlung. So konnten fiir die letzte dieser Statisti-
ken, die in enger Beziehung zur bekannten Testgrosse von Jonckheere steht,
teilweise nur noch empirische Untersuchungen angestellt werden. Dennoch
scheint gerade diese letzte Statistik zumindest eine recht sichere Erkennung
extremer Abweichungen von den Voraussetzungen zu erméglichen.

Fiir die Anwendung der Erkennungsmethoden mussten gewisse Vorbehal-
te angebracht werden, da die Frage der Kosten nicht beriicksichtigt werden
konnte.
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